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| MAGNETOHYDRODYNAMIQUE RELATIVISTE
g ET ONDES DE CHOC

par André LICHNEROWICZ

Introduction.

Au cours des derniéres années, la théorie des fluides relativistes, et particulié-
rement la magnétohydrodynamicue, se sont révélées importantes au double point
de vue mathématique et physique | le systéme différentiel de la magnétohy-
drodynamique donne 'exemple d’un systéme suggéré par la physique qui est
hyperbolique, sans étre strictement hyperbolique. D’autre part, €n astrophysique
théorique, interviennent, particuliérement dans le systéme solaire, mais aussi a :
plus grande échelle, des ondes de choc magnétohydrodynamiques. . \
t
i
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Le but principal de cet exposé est I'esquisse de la théorie rigoureuse des ondes
de choc en magnétohydrodynamique relativiste. La forme relativiste des con-
ditions de compressibilité d’un fluide joue ici un role important. De ces conditions
et d’une généralisation convenable de I'équation d’Hugoniot, on peut déduire :
une &tude compléte des vitesses des ondes et de la thermodynamique des chocs. .

1. Fluide parfait thermodynamique.

a) Soit ¥, un espace-temps donné, muni d’une métrique forentzienne de signa-
ture + ——. En coordonnées locales ds® = Bop dx® dx® (o, $ =0, 1, 2, 3). Dans
un domaine de V,, un fluide parfait est décrit par un tenseur d’énergie

ol p est la densité propre d’énergie, p la pression, ¥, le vecteur-vitesse unitaire
orienté vers le futur ; p se compose d’une densité de matiére et d’une énergic
interne. Nous posons :

TP =(p +p)ug g —PEag
B
H

p=c2r(1+—5;) r>0

ob r est la densité de matiére du fluide et € son énergie interne spécifique. Con-
sidérons les scalaires : :

P+P=02r(l+‘:?‘+czpr) , i=e+{—=e+pV (oﬁV=ir)

i est enthalpie spécifique. A Ia place de /, j'ai introduit systématiquement indice
du fluide f = 1 + ifc?. Le tenseur d’¢nergie peut s’écrire :

! TH=c*rfu, ug —peg
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b) La température

propre © du fluide et son entropie spécifigue § peuvent étre
définies,

comme en hydrodynamigue classique par Jla relation différentielle
6dS=de+pdV=di—Vdp=c2df—Vdp © >0
Ainsi :

{i-n 2df=Vdp +0ds

En relativité, la variable thermodynamique 7 =
un role important et se substitue souvent au vol

T =71, S) comme une fonction
du fluide.

fV (“volume dynamique™) joue
ume spécifique. Nous considérons
donnée de p et § qui constitue I’équation d’état

Soit Z une hypersurface réguliére, d’équation locale Q=

0 ; nous posons L= 0,
La vitesse de ¥ par rapport au fluide est donnée par :

(,,::)2 _ s | )2
@ lLy —pg,

vE< ¢ est équivalent i /¢ !, <O (Z orientée dans le temps). Si v est la vitesse
Sonique du fluide, on a 1v2/¢? = 1}y avec :

2

1, == (y—1

Nous supposons que 7(p,S5) vérifie les conditions de compressibilité suivantes
(extension des conditions classiques dites de Hermann Weyl)

H) 'r;,<0 r;>0
et

Hy,) r15<0
7, < 0 est équivalent & Yy>louv<e

2. Le systéme de la magnétohydrodynamique relativiste

a) Un champ électromagnétique est défini par deux tenseurs antisymétriques,

dont I'un H est le tenseur champ électrique-induction magnétique. Si *H est
le tenseur dual, les vecteurs spatiaux :

e = u® Hy by =u® ("H)a‘i
sont respectivement le champ électrique et Pinducti
d la direction temporelle y et ,f e =uf b,
la perméabilité magnétique du fluide, by
Le courant €lectrique est, en premiére ap

on magnétique par rapport -
= 0. Si u (constante donnée) est
=phg ol h est le champ magnétique.
proximation, !a somme de deux termes :

JE=AuP + geb

La magnfétlohydrodynamique est ici Pétude des propriétés d’un fluide parfait
de conductivité infinie, g =< oo i J et par suite ge étant essentiellement finis,
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2. Sous-groupes.

DériniTion 2. — On appelle sous-groupe d'un groupe G, une
partie non vide H de G, telle que la structure induite sur H par
celle de G soit une structure de groupe.

Prorosition 1. — Soit H une partie non vide d'un groupe G ;
les propositions suivantes sont équivalentes :

a) H est un sous-groupe de G.

b) H est une partie stable de G {autrement dit, les relations
zeH, yeH entratnent 2yeH), et la relation zeH entraine
z'le H.

¢) Les relations xe H, ye H, entrainent zy'e H.

Montrons d’abord que a) entratne 4). Comme la loi de compoesi-
- tion induite sur H par celle de G doit &tre partout définie, H doit
étre une partie stable de G. En second lieu, cette loi induite doit
posséder un élément neutre u, qui satisfait a .z = u;onen
conclut que z = u-u* = ¢, donc H contient ¢; si ze H est
inversible dans H, son inverse dans H est par suite identique &
son inverse ' dans G, ce qui achéve de démontrer b).

Réciproquement, b) entratne a) ; en effet, pour tout ze H, on
azleH, puis z.271 =ee H ; la loi de composition induite sur
H par celle de G est bien une loi de groupe.

Enfin, il est clair que b) entraine c);réciproquement, si ¢) est vé-
rifiée, la relationz « H entrainez.z' =ee H,puis e.z'=s'e H;
donc, les relations ze H, ye H entrainent 2{y )t = zye H, ce
qui prouve que ¢) entraine b).

Remarques. — 1) On prouve de méme que la proposition b} de
I'énoncé est équivalente A la proposition :

') Les relations z € H, ye H entratnent yire H.

2) La proposition &) peut encore s'écrire: H.H ¢ Het H1¢ H.
Pour une partie non vide H de G, ces relations entrainent donc
que H est un sous-groupe ; par suite e« H, d’oa X c H.X pour
toute partie X de G, et en particulier H < H.H ; d’autre part, la
symétrie de G transforme I'inclusion H*e¢ H en H c H-L Donc,
pour tout sous-groupe H de G, on a les relations

(1) H.-H=H, H-1=H.
La proposition ¢} s’écrit de méme: H.H-* ¢ H ; pour une partie

non vide H de G, cette relation équivaut donc aux relations (1) ;
il en est de méme de la relation H*. H c H.
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Si H est un sous-groupe de G, et K un sous-groupe de H, il est
clair que K est un sous-groupe de G.

L’ensemble §e§ est un sous-groupe de G ; c’est évidemment le
plus petit (il est contenu dans tous les sous-groupes de G). L’in-
tersection H d’une famille de sous-groupes (H.} est un sous-groupe,
car elle est non vide (on a ee H, quel que soit 1), et les relations
zeH, ye H entrainent zy-*e H, pour tout ¢, donc zy'e H.

Il'y a donc un plus petit sous-groupe de G contenant une partie
donnée X de G ; on l'appelle le sous-groupe engendré par X, et
X est appelé un systéme de générateurs de ce sous-groupe.

Ezemple. — Cherchons les sous-groupes du groupe additif Z des
entiers rationnels. Si H est un tel sous-groupe, et n’est pas réduit
au seul élément 0, soit z & H tel que £ 0: on bien z > 0, ou
bien x < 0, et alors ' = — 2 >> O et z' & H, donc I'ensemble des
éléments > 0 de H n’est pas vide : soit a le plus petit. Par récur-
rence sur m € N*, on voit que ma e H ; donc aussi — ma e H pour
meN*, et comme 0 H, il suit que na e H quel que soit ne Z.
SizreH,ona(§4,n°3)z = ga + rpaveceqeZ, 0 r<<a;ona
gaeH, done r = x —gae H ; mais, ’aprés la définition de a,
0 < r < aentraine r& H, donc r =0, z=¢ga: H est donc
Pensemble des na pour n € Z, autrement dit H = a.Z. Récipro-
quement, aZ est évidemment un sous-groupe de Z pour ae N* ;
Bl a = 0, a.Z:?Oﬁ;si a< 0 et g =—a,onaa>0e
aZ = a'Z ; i] résulte d’ailleurs de la démonstration ci-dessus que
a.Z est le sous-groupe engendré par ga}, et que la partie stable
de Z engendrée par ga} est 'ensemble 2. N* des ma pour m € N*.

Comme le montre cet exemple, il faut se garder de confondre la
partie stable d’un groupe G engendrée par une partie X de G avec
le sous-groupe engendré par X : celui-ci eontient toujours celle-1a,
mais en est distinet en général. La formation du sous-groupe en-
gendré par X est précisée par la proposition suivante :

Prorosition 2. — Si X est ure partie non vide d'un groupe G,

le sous-groupe engendré par X est la partie stable Y® engendrée
par Vensemble Y = X u X1,

En effet, Y* est '’ensemble des composés des suites dont tous
les termes sont des éléments de X ou des inverses d’éléments
de X : I'inverse d'un tel composé est un composé de méme forme
(§ 2, prop. 5), done (prop. 1) Y* est un sous-groupe de G ; réci-

proquement, tout sous-groupe contenant X contient évidemment
Y, done Y™,
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NOTE SUR LA CONDITION 'INTEGRABILITE.

En raison du role fondamental de la condition d’intégrabilité, il
n'est peut-étre pas inutile de rappeler comment se présente cetle
condition dans la théorie des équations aux différentielles totales.
Nous exposerons cette question sous une forme un peu différente de
la forme habituelle, plus simple, & notre avis, en lout cas se prétant
mieux aux généralisalions que nous avons én vue.

a. Considérons 'équation-a deux variables indépendantes
(1) ds=X{x, v, 2)de +Y(x, ¥, sydy.

Si une fonclion z vérifie cetle équation, ses dérivées premiéres

- . . . gtz . .
sont X et Y, et I'on en déduit deux expressions de qui doivent
dx dy

gire égales, ce qui donne

ax [75.4 Y dY
2} —_— Y ==+ X
N d_r+ dz, dx+\d:

Telie est la condition d’intégrabilité, éviderament nécessaire.

Soit mainlenant a résoudre le probléme de Cauchy relatif al’équa-
tion (1), c¢’est-a-dire a déterminer une solution de celte équation
égale a z, pour & =) ==o0. Pour la calculer en un point £, n, nous
pouvons faire varier d’abord de o & I, puis y de 0 & n, et intégrer
'équation (1) le long du contour ainsi défini. En d’autres termes, la

_ - . d
variation de s sera définie sur I'axe des x par la condition £ =X, et

sur une paralléle guelconque a-laxe des y par la condition %’ =Y.
La fonction s ainsi définie vérifie donc une équation de la forme

(37 ds=(X +~u)dr+Yd),

w tant une fonction de x et y, dont nous savons seulement qu’elle
¥ q

s’annule pour y = o..

D’ailleurs, le probléme de Cauchy posé ne pouvant admeltre
d’autre solution que la fonction s ainsi obtenue, il est nécessaire et
suffisant, pour qu'il ait une solution, que ceite fonction vérifie
’équation (1), ¢’est-i~dire que u == o.

Il est évidemment nécessaire pour cela que la fonction s ainsi

remE-
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formée vérifie la' condition (2). Je dis que, réciproquement, cela est
suffisant. d

Supposons donc cette condition vérifiée. D'autre part, z, vérifiant
I'équation (3), vérifie la condition d’intégrabilité correspondante

X +u) X oY JY . !
{4) -—d}_ -+ Y ?)—z._a-z-;-(X—ﬁ—u]d—;

La comparaison des formules (2) et (4) donne [
du u JY ¢
gy — gz’ }

d’od
"I'glz'd_r I
w{r, n)=u(r, 0)e® =0, C. Q. F. D ’
Si la condition (2) est une identité en z, Y, &, on a ainsi une
solution, quel que soit z,. La solution de I'équation (1) dépend d'un

paramétre.

Si c’est une-relation entre z, y, 3, contenant effeclivement 3, 1l
peat y avoir des solutions de (1), si la fonction = définie par la
condition d’inlégrabilité est bien solution de (1); en général, il n'y
en a pas.

Si cest une relation entre z et y, il ne peul pas y avoir de
solutions. '

a ' b. Supposons mainienant que 5 soit fonction de z, >, et d'un
. paramétre «, variant par exemple de o & 1 et que ses dérivées X et Y,
par rapport a x et y, soient données par des formules de la forme

. (5) { Xy 3, 20)=Fla(x, ». 2); x, ¥y %),
’ 1 Yz, 0, %) = G[z(x, y, 2); 2, ¥, 2q],

les fonclionaelles F et G dépendant des valeurs de z pour les valeurs
particuliéres de x el ¥ qui figurent au premier membre, mais pour
toules les valeurs de « entie o et 1.

Chacune de ces équations est du Lype (g) considéré dans le Cha-
pitre qui précede, avec ceite différence qu’elle contient une variable
(z ou y) figurant comme paramétre. L'ensemble de ces équations
définit la variation de 5 quand z et Jy varienl, par exemple de la




