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ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE 1685

quatre couleurs au moyen de ’ordinateur peut étre correcte, elle n’est pas “belle.”
Ensuite, une menace sur 1’avenir du métier de mathématicien, concurrencé par
’appel des métiers de I'informatique, et par conséquent une menace sur I’héritage
mathématique.
Au niveau de P'enseignement, on peut aussi énumérer les vues pessimistes:
o les éléves vont devenir paresseux
e ils ne vont plus savoir calculer 4 la main
e ils ne s’intéresseront plus qu’a I'informatique
e les enseignants ne pourront jamais s’adapter aux nouveaux outils
e ceux qui s’adapteront deviendront informaticiens
e si en plus on touche au contenu de I‘enselgnement on court au méme désastre
qu’avec les “mathématiques modernes.”
Ces dangers existent. Mais il faut également apprécier les chances nouvelles.
Il y a de belles mathématiques A faire pour dominer 'usage des ordinateurs,
et on peutf attendre, dans ’avenir, un stimulant venant de I'informatique aussi
important que le stimulant—classique-——venant de la physique; aujourd’hui déja,
les “mathématiques discrétes” se trouvent ainsi stimnulées et valorisées. D'autre
part—et c’est 14 une raison essentielle d’étre optimiste—les ordinateurs et méme
les calculettes ressuscitent de trés belles mathématiques qui étaient oubliées ou
négligées. Jillustrerai cela par quelques exemples tout & I'heure. Cette possi-
bilité de réanimer des sujets dormants—parfois pendant des siécles—est un trait
particulier des mathématiques dans 'ensemble des sciences, et ¢’est ce qui en
fait un héritage extrémement précieux. C’est une justification, pour le présent
et pour I'avenir, d'une formation en grand nombre de jeunes mathématiciens.
On peut déja dire qu'en face des ordinateurs, les éléves sont souvent actifs,
intéressés et agiles—ils acquitrent I'usage des outils plus vite que leurs pro-
fesseurs. Ils adoptent facilement I'attitude expérimentale. Mails ils ne peuvent
pas découvrir seuls les bonnes voies ol s’engager. L’expérience mathématique
~ des enseignants est irremplagable. Face 3 I'ordinateur, 'enseignant devient un
. conseiller. Plus encore que par le passé, l’essentxel est sa qualification comme
mathématicien.
Apres ces vues trés générales, je vais évoquer des choses trés anciennes sur
lesquelles 1'informatique, les ordinateurs et les calculettes font porter un regard
?TA 0T neuf: les nombres, les figures, les symboles, les algorithmes.
>
!__ Les nombres. Avec les cailloux (I'origine du “caicul”) on a une conception
claire de nombres entiers petits. Pour les nombres entiers pius grands, la vigion
qu'on en a dépend du mode de notation. Chez les Grecs de I’ Antiquité, le systéme
usuel permettait d’écrire 3 ou 700 avec une seule lettre, mais ne permettait pas
d’écrire 2.100 {d’ol1 1a question de Socrate au savant Hippias: “toi qui es si savant,
si on te demandait combien fait 3 fois 700, tu saurais répondre avec célérité et
exactitude?”). Aujourd’hui, ne fiit-ce que par la radio et la télévision, tous les
enfants sont familiarisés avec des nombres entiers trés grands; 4 chaque élection
par exemple, on voit défiler des grands nombres, et des rapports exprimés en
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pourcentages. On change constamment d’échelle—Je budget de la famille, le
budget de la cité, les dépenses militaires dans le monde; Pdge de I'bumanité, de
la terre, de P'univers; les dimensions de I'atome, du systéme solaire, etc. Ce qui
permet d’appréhender ces nombres et ces changements d’échelle, c'est 1’écriture
décimale et les puissances de 10, Ce qu’affiche une calculette, c’est Justement une
écriture décimale, et éventuellement (en virgule flottante) une puissance de 10,

L’enfant qui dispose d’une calculette se trouve immédiaternent devant de
grands nombres entiers, et aussi devant des développements décimaux assez
longs. Des développements décimaux assez longs permettent d'imaginer na-
turellement des développements décimaux illimités. Ainsila définition d*un nom-
bre réel par un développement décimal illimité—esquissée par Simon Stevin il y
a tout juste quatre sidcles [Bl—mérite d’étre bien connue des enseignants. En
France, un livre vient de paraitre, sur les fondements de la géométrie, dont le
premier chapitre est la théorie des réels A partir des développements décimaux
illimités; c’est une présentation simple et compléte, 3 I'intention des enseignants
du secondaire, qui me parait venir & son heure [F). '

Cela ne supprime bas, mais au contraire valorise, la représentation dy nombre
réel positif comme rapport de deux longueurs, L’algorithme d’Euclide pour -
trouver une partie aliquote commune & deux longueurs, nous allons Je retrouver
comme algorithme des fractions continues,

* K, *

La calculette ne se contente pas d’écrire. Elle permet de #raster les données
numérigues, elle caleyle. La facilité du calcul doit permettre aux éléves, ep
arithmétique élémentaire comme en géographie, de traiter deg données réelles,
et beaucoup de suggestions intéressantes sont faites & ce sujet dans des ouvrages
d’enseignement récents. Je ne m'’y étend pas, quoiqu'il s'agisse d'une chose

algorithmes d’opérations posées sur papier,

Ainsi I'addition, la multiplication, la soustraction, la division cessent d’étre des
opérations qu’on Pose, pour devenir des opérations qu’on ordonne & la machine
de faire. Il n'y a sans doute plus lieu, au début de Penseignement élémentaire,

par la machine. es modes opératoires traditionnels ne disparaissent pa.s pour
autant; mais ils prennent leur importance bien plus tard, quand on peut faire
découvrir aux enfants les opérations en “multiprécision,” c’est-3~dire quand on
opére en base 10" en utilisant la calculette comme table de multiplication.
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COROLLAIRE 1. — Soit A un anneau local séparé et complet, dont le corps résiduel est

une extension algébrique de Q. Il existe alors un unique corps de représentants de A.
En effet 'anneau A est de caractéristique 0 (n° 1).

COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau local séparé et complet de caractéristique p # 0.
Supposons que le corps résiduel x,, soit parfait. Alors il existe un unigue corps de repré-
N sentants de A, d savoir I'ensemble des représentants multiplicatifs.

i Le cor. 2 résulte aussitot du th. 1 et de la prop. 7du§ 2, no 4.

= s i e B

THEOREME 2. — Soit A un anneau local noethérien complet de dimension d contenant
un corps. Soit K un corps de représentants de A, et soit m la dimension de I'espace
vectoriel m,/m sur le corps K.
a) 1l existe un idéal a de K{[T,, .., T,]] tel que la K-algébre A soit isgmorphe a
K[[T,, ., Tl

i b) Il existe une sous-K-algébre A’ de A, isomorphe d K[[T,, ... TJ] et telle que A
| s0it une algébre finie sur A’
i3 ¢} Supposons que I'anneau local noethérien A_soit régulier, i.e.d = m. Alors il existe
un K-isomorphisme de A sur K[[T,, ..., T]].

Soient t,, ..., t,, des éléments de m, dont les classes modulo m? engendrent le
K-espace vectoriel m,/m%. D'aprés le lemme 3 du § 2, n° 5, il existe un K-homomor-
phisme surjectif de K[[T,, ..., T,]] dans A, transformant Tient,pour I <igm
Ceci prouve a).

De méme, I'assertion b) résulte du lemme 4 de loc. cit. et de Pexistence d’une suite
i sécante maximale pour A (VIIL, § 3, n° 2, th. 1).

! : Enfin, 'assertion c) n’est autre que fe cor. 3 du th. 1 de VIIL § 5, ne 2.

§ 4. FERMETURE INTEGRALE D'UN ANNEAU LOCAL COMPLET

1. Anneaux japonais

DEFINITION 1. — Soit A un anneau noethérien intégre. On dit que A est japonais si la

Jermeture intégrale de A dans toute extension Jinie de son corps des fractions est une
Ga A-algébre finie.

Remarques. — 1) 1l revient au méme de dire que A satisfait a la condition suivante :
toute A-algebre intégre B entiére sur A, contenue dans une extension de type fini du
corps des fractions K de A, est une A-algébre finie. En effet, le corps des fractions L
de B est une extension algébrique de K, donc est de degré finisur K (A, V,p. 112, cor. 1

i de la prop. 17). La A-algébre B est contenue dans Ja fermeture intégrale de A dans L,
i et est donc finie si cette derniére est finie.
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2) Soient A un anneau noethérien intégre japonais et S une partie multiplicative
de A ne contenant pas 0. L'anneau de fractions S™'A est japonais. Soient en effet L
une extension finie du corps des fractions de A et B la fermeture intégrale de A dans L ;
alors la fermeture intégrale de S™'A dans L est S~'B (V, § 1, n° 5, prop. 16}, donc est
une S™1A-algébre finie.

Exemple. — Toute algébre intégre de type fini sur un corps est un anneau japonais

(V,§3,n°02, th. 2).

'PROPOSITION 1. — Soient A un anneau noethérien intégre, K son corps des fractions.
Supposons que pour toute extension finie radicielle L de K, la fermeture intégrale de A
dans L soit une A-algébre finie. Alors I’anneau A est japonais.

Soit E une extension finie de K. Soient N une extension finie quasi-galoisienne de K
contenant E (A, V, p. 54, cor. 1), et L le corps des invariants du groupe des K-auto-
morphismes de N. Alors (A, V, p. 73, prop. 13), L est une extension radicielle de K et N
est une extension séparable de L. La fermeture intégrale B de A dans L est donc par
hypothése une A-algébre finie ; la fermeture intégrale C de B dans N est une B-algébre
finie (V, § 1, n°® 6, cor. 1 4 la prop. 18), donc une A-algébre finie. La fermeture intégrale
de A dans E est contenue dans C, donc est une A-algébre finie puisque A est noethé-
rien. '

COROLLAIRE. — Supposons le corps K parfait (par exemple de caractéristique 0). Alors
A est japonais si et seulement si sa cloture intégrale est une A-algébre finie.

PROPOSITION 2. — Soient B un anneau noethérien intégre et A un sous-anneau noethé-
rien de B, tel que B soit une A-algébre finie. Pour que A soit japonais, il faut et.il suffit
que B soit japonais.

Notons K (resp. L) le corps des fractions de A (resp. B). Supposons d’abord A
japonais, et soit M une extension finie de L. Notons C la fermeture intégrale de B
dans M. D'aprés V, § 1, n° I, prop. 6, C est la fermeture intégrale de A dans M, donc
est une A-algebre finie puisque M est une extension finie de K et que A est japonais.
A fortiori, C est une B-algebre finie. Ceci prouve que B est japonais.
~ Inversement, supposons B japonais et soit N une extension finie de K. Notons D
la fermeture integrale de A dans N. Soit E une extension de K composée de L et N ;
comme B est japonais, la fermeture intégrale D’ de B dans E est une B-algébre finie,
donc une A-algébre finie ; le A-module D qui est un sous-module de D’ est donc de
type fini, ce qui entraine que A est japonais.

Stop

2. Théoréme de Nagata

THEOREME 1 (Tate). — Soient A un anneau noethérien intégralement clos, a un élément
de A. On suppose que I’idéal aA est premier, que I’anneau AfaA est japonais et que A
est complet pour la topologie aA-adique. Alors I’anneau A est japonais.
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1. Histoire de la démonstration (cf. [dB 11, [dB 2])

En janvier 1984, de Branges ramena la démonstration de la conjecture de Biebey.
bach pour le n-idme coefficient i vérifier que certains polynfmes, entidrement
explicites, sont positifs sur [0,1] . Gautschi fit cette vérification pour
n £ 25 par ordinateur et se rendit conpte un peu plus tard qu'en fait Askey et
Gasper avaient démontré la positivits des polynfmes en question dans un article

- paru en 1976, ce qui achevait la démonstration,

Celle-ci, assez longue, s'appuyait fortement sur les techniques introduites par
de Branges dans son livre "Square summble power series” et demandait 3
étre éclaircie. Un séminaire organisé an printemps 1984 3 1'Institut Steklov de
Léningrad, auqel de Branges fut convié 3 exposer ses résultats, permit grice no-
tamment aux participations d'Emel’anov, de Milin et de Kuz'mina, de confirmer
et d'abréger la preuve. Un manuserit rendant campte de ces travaux fut diffussg,
puis publié par 1'Institut Steklov sous la signature de de Branges. Son &tude per-
mit en aofit 1984 3 Fitzgerald et Pammerenke ([F;P]) d'cbtenir de nouvelles simpli~
fications et de traiter les cas d'égalité laiss&s en suspens (résultats cbtenus
indépendamment par Emel'anov) : c'est leur présentation que nous adoptons ici.

2. Rappels sur les résultats de Bieberbach

THEOREME 1 (Bieberbach, {Bi]) .- Soit £ : z — 330 anzn une fonction univalente
I

sut D . Ona |az| s 2]a,] .
On se raméne par translation au cas ol ao = 0 . La fonction f£(z2) possade
alors pour seul zéro un zéro double 2 l'origine. Elle admet donc wune racine carrée
: huoalcxmrphe h sur D ; cel_le—c:i. est inpaiie, univalente, et s'écrit

Z ¢ 22n+1 avec cf =ay et 2csca = az . On conclut grace au théordme sui-
n=0 2n+1
vant :

Y . b4 2n+1 . , , .
THEOREME 2.- S04t h : z — ngo Cone12 une fonction univalente impaire sun

D.0na |ca| < Jey] .
’ : -t
I1 suffit d'appliquer le théoréme qui suit 3 la fonction g : Z - cih(z ) P
dont le dévelcppement de Laurent au voisinage de 1'infini s'écrit z - -g—';‘-z—1+... .
- a . . < . . .
THEOREME 3 (dit "de l'aire").- Soit g : z+ z + EO bnz-n une fonetion univa-
fente sur € -D . L'aire de € = g(C - D) est mn(1 -ngo'n[bnlz) . On a en panti-

o
culier |byl < Z nlb |2 <1 .
n=0 n

Notons Cr leoerclederaym-r,orientédanslesenstriguutétrique.m
r>1 » l'aire du domaine de Jordan borné de frontidre g(Cr)_est
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1] - 1J — b ~2n
= zdz = =— (z) g'(z)dz = n(r2- Z nlb [ ¢ <Y .
21 g(Cr) . .21 c g 9 neo l nr

r
On conclut en faisant tendre r wvers 1 .

Remargue 1.- Il résulte aussitBt des d&monstrations ci-dessus que les seules fonc-
tions f € f telles que az(f)| = 2 sont celles de la forme :
' z
(avec 9 €R).

S 2

Signalons quelques conséquences remarquables du théoréme 1 :

THEDREME 4 (dit "du quart”) .- Sgit £ : z r— Eo anzn une fonction univafente
dwr D . Lle nayon r de La plus grande boule auumte centnée en aq contenua
dans £(D) venifie '—f—l- Srsjad . | _

On se raméne par translation et hamothétie au cas od a =0 et a;=1.
L'application g : z+— £ (rz) envoie 0 sur 0 et D dans D ; on a donc
dapréslelemredeSdmarz r=1]g'(0)] £1. Soit w un élément de T~ £(D} .

L'application 2z b— mewmeer o f(z) est univalente sur D et son développenent de Taylor

en 0 s'écrit w+z+(—+a3)zz +... . D'aprés le théorame 1, on a I—+az!

d'od ]-[<2+|a3154 et lwlaz L'inégalité 151: en résulte,

. THEOREME 5.-Pour toute fonction £ €T et tout z€D, on a {£(z) | S“{“i"";li—i!—)"s
Soit W un &lément de D . Posens r = |w| . L'application g : zw—*f;i_%’z

est univalente sur D . On a g'(z) = {1’+wz)2 f'(f:gz),d'oa g'(0) = (1~ 13 £' (W)

et g"(0) = -2w(1=-x2)f'(w)+ (1~ r‘) £"(w) . D'aprés le théor&me 1, on a

1g"(0) 1 s 4 Ig'(0)[ , d'od

£ 00) _ 2@
[TTw)  T-2
£ (w) cd+2r
£'(w) {=r2

4

(1. STz

| En appliquant le théoréme des accroissements finis 2 lcﬁg £f' {(avec la détermina-

tion du logarithme pour laquelle log £'(0) = 0 ), on en d8duit

1
(3) llog £' () | < log 53
1+r
(4) i£' (w1 SW

et on conclut en appliquant une nciuvalle fols le théor&me des accroissements finis.

Remarque 2.- En falt on a mieux (Grunsky, 1932, [Gr]) : pour tout z € D , 1'en~
semble (log (f(Z})l £ €Y} est la boule fermée de centre log (—1——1{-2—-{-5 et de
rayon log (-;-—f—-:—g—:—) (avec pour déterminations du logarithme celles qu'on imagine) .
COROLLATRE.- L'ensemble o uz: compact (pour £a topo!;ogx.e. de £a convergence com-
pacte sun D 1.<_



