French EXCmn, Winter 2005

[1934b] Une propriété caractéristique des
groupes de substitutions linéaires finis

Si & tout élément S d'un groupe I'on a fait correspondre une matrice M
4 r lignes et r colonnes, de déterminant non nul, de telle sorte que

My pms Me. Ny,

'on dit, comme on sait, que 1'on a défini une représentation (D de degrér
du groupe. Soient @, & deux représentations de degrés r, r' : si l'on fait
subir & une série de variables x,, x., ..., 2, la substitution My de @, 4
une autre $6rie ¥, ¥y -..2 ¥~ la subsututwn M, de ', les produits =, y;
subiront une transformation M >< M (produit kroneckérien de I et N,),
et les matrices 1, > I constituent une représentation @ >< & de degré r.r’
du groupe, qui est dite le produit de @ et &Y. D'autre part, les matrices

My o
-
constiluent une représentation @ - @' dedegré r+4', lasomme de et &Y.
Enfin, @ et 0 sont dites équivalentes, et I'on écril R~ @', 5i r=r'el sl
existe une matrice C lelle que M, = (..M .C-' quel quesoit 8. Si, comme
d’habitude, y(8)=Sp(I;) désigne la trace de IMN, ou caractére de @, le
caractére de A >< @' sera ¥(S).7'(8), celui de @ + @ sera y(S)+7'(8);
enfin, si @~ @, (S)=y'(8).

Si alors on ne distingue pas entre représentations équivalentes, les
- représentations d’un groupe forment une algébre sur 'anneau des entiers
rationnels. En particulier, si le groupe est fini, on démontre que toutes les
représentations sont des combinaisons linéaires, 4 coefficients entiers, d'un
nombre fini d'entre elles : d'odi il suit que toute représentation @ satis-
fait & une équation "+ a, D"~ ...+ a,.1 ~o i coeflicients entiers
rationnels. Cette équation signifie que, si 'on fait passer dans le second
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\ (2)

membre tous les termes a coefficient negatif, les deux membres sont des
représentations équivalentes : il faut entendre naturellement que chaque
membre est alors somme (au sens défini plus haut) de termes @, @ dési-
gnant le produit de k facteurs @ < @ <...>< @; { est la représentation
identique (r=1, M;==1). D'aillenrs on peut supposer que les matrices J;
sont unitaires-orthogonales (nous dirons simplement orthogonales), c'est-b-
dire que les substitutions linéaires définies par ces matrices conservent la
forme hermitienne x, z, + £, %3 + . . .+ Z, %, | car on démontre que toute
représentation d'un groupe fini est équivalente a une telle représentation.

Mais considérons un instant le groupe de toutes les substitutions linéaires
orthogonales & r variables : les matrices I qui en sont les éléments en
constituent une représentation @, la plus simple de toutes; si f(x) est un
polynome & coefficients positifs, f(®,), au sens défini tout & I'heure, en
est une autre, de degré f(r). Soit /<IN > la matrice, & f(r) lignes

et f(r) colonnes, que f(®,)fait correspondre & I'élément IN du groupe
orthogonal (*). On aura

(1) <M > =f<M>.f <>,

cette égalité exprimant que f(®,) est une représentation. De plus, le
caractére de f(®,) sera Sp f <M > = f(SpIn).

Cela posé, nous allons d’abord retrouver le résultat indiqué plus haut.
Soil @ une représentation d'un groupe fini, qui fasse correspondre &
P'élément S la matrice (orthogonale) M; les traces Sp(IN,) = x(S) sont
des nombres algébriques, & savoir des sommes de racines de Punité.
Soit F(z) =0 I'équation 2 coefficients entiers de plus bas degré qui ait
pour racines tous les (8); et soit F(x)= f(x) — g(x), fet g étant des
polynomes & coefficients entiers positifs. Alors, les représentations f(®),
g(®) du groupe, constituées par les matrices f<M;>, g<M:>,
auront méme caractére [y (S)]=g] ;( 8)), ¢t Uon sait que dans ce cas
elles sont équivalentes :

{2) S e =Cy< Me>.CY,

ce qui signifie précisémenl que @ satisfait & I'équation F(®@)~vo.
Tout cela est bien connu. Mais je me propose de démontrer que récipro-

(') Cette matrice n's, bien entendu, rien de commun avec ls matrice f(OR) &
rt éléments qui s'obtient & partir de M en formant les sommes et les produits au sens
de Valgébre des matrices. '




UN EXEMPLE ! LES EQUATIONS

On peut aussi procéder coggghe dans 1) et remarquer que Pexistence du
p.p.can de wet v équigult celle d'une borne inféricure de Au et Ao dans
P'ensemble ordonné Phéaux fractionnaires principaux; or celleci est

- Aun Az,
‘ IIL Deux éléli o, b de A sont dits érangers {ou $ entre eux) i 1
est un de lofilfh g.c.d. Rappelons I'important Lg p'Evcue. Soient

a, b, ¢ deg

_ d’un anneau principal A; si a
alors gdise ¢,

be et est blranger & B,

), on a & etbeA tels que

monstration succinte : par Bezogil
R comme a divise chaque terme du

A e a'a + 8'b; d'od ¢ = doc

TutoriMe. Etant dong
il existe une partic P p

1.2, Un exemple : les équations a®  y¥==2* et & - 9t =2t

Une des parties les plus attirantes de la Théorie des Nombres est I'étude des
équations diophantiennes. 11 s°agit d’équations polyndmes P(x;, ..., x,) = 0 &
coefficients dans Z (resp. dans Q), 'dont on cherche les solutions {x;)
en nombres entiers (resp. en nombres rationnels). On peut remplacer Z
{resp. Q) par des anneaux A {resp. des corps K) plus géné:aux, nous
en verrons un exemple plus tard (§ 6).

Nous allons étudier ici deux cas particuliers de 1a fameuse éguation de Fermat:

L x4y =z~

Fermat a affirmé avoir demandé que, pour a > 8, cette équation n’a
pas de solution (x, y, £) en nombres entiers tous non-nuls; sa démonstra-
tion n’a pas été retrouvée. De tris nombreux mathématiciens ont, depuis,
intensément travaillé sur ce probléme, et montré que P'affirmation de
Fermat est vraie pour un grand nombre de valeurs de 'exposant »;
cependant aucune démonstration générale (i. e. valable pour tout 1} n'a
été trouvée.
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L'opinion augourd’hus Ia plus courante est que, dans sa « démonstration »,
_Fermat avait commis une m,munemmdxgnedeumthtmnucm
de premier ordre. Par exemple il aurait pu avoir I'idée (géniale pour son
époque} d'opéxu dans I'anneau des entiers du corps des racines a-idmes de
Punité, et avoir cru que cet anneau et toujours principal. En effet, on sait
démontrer V'assertion de Fermat pour tout exposant 1 tel que cet anneau soit

principal; mais il ne I'est pas pour tout a3 -bien plus, pour n premier, cet
anneaun n'est principal que pour un nombre fini de valcurs de n 1.

Pour r = 2, Péquation (I) a des solutions entiéres, par exemple (3 4,5).
On peut en donner une description compléte :

Tutordue 1. §i x, 3, z sont des entiers 2> 1 tels que 24+ r=2r,
il existe un entier d et des entiers dtrangers u, v ubqw (& une permutation prés
de x el y} on ail:

2. &= dut— ot) y=2dw 2= d(® + o)

Un caleul facile montre que les formules (2) donnent des solutions de
A% 4 % = 8. Réciproquement soient x, y, z des entiers 2 1 tels
que a® + y* = 7t Quitte & diviser x, 3, 2 par leur p.g.c.d.,, on peut les
supposer étrangers dans leur ensemble; ils sont alors étrangers deux 3 deux,
car, si, par exemple, x ¢t z ont un facteur premier commun p, alors p
divise »® = £ — x* et donc y. En particulier deux des nombres x,
J» ¥ sont impairs, et le wroisidme est nécessairement pair. Les nombres
ety ne peuvent &tre tous deux impairs, car sinon, on aurait #* = 1 (mod. 4),
Y& 1 (mod. 4) d'od 2! = 2 (mod. 4) contrairement au fait que ¥ est
un carré. On a donc, aprés échange éventuel de x et y.

8. x impair, y pair, z impair. _
Eecrivons l’équaﬁon . - :
40 =22 = (z—2) (z+ 1)

Commelcpgcd de 2x etde 2z est2,etque 2v = {z 4z} — (z—x) et

2z = (z 4 x) + (£ —x), lep.g.cd. de z—x et z+4 x ne peut ¢tre que 2,
Posons y =2y, z+ x = 8, z—x = 22, od y, &', 2’ sont des entiers,
car y,z - x et z—x sont pairs par (3). On a alors y"-*x’.t’ Comme
& et z' sont étrangers, la décomposition en facteurs premiers de ¥
montre que. ¥’ et £’ sont des carrés u* et o : en effet tout facteur
premier de y* va, avec son exposant pan', soit tout entier dans ',
s0it tout eatier dans 2. On a donc 24 %= 24, 2wz =20,
P o= 28208 dod x=ut—0t, yeo 2u, z=ut 4t o u et ¢
sont étrangers, tinon x, y, z auraient un facteur premier commun. On en
déduit (2) en remultipliant par le p.g.cdd. CQFD.

L. Voir C. L. Siegel — « Gasammelte Werke », t. III, p. 436-442.
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Trtoriur 2. L'dquation & + yf = 22 n'a pas de solution en nombres entiers
xnz z L ’
Raisonnons par I'absurde. On a alors une solution (x, 3 2) o £ est
mimimal. Pour celle-ci, x, ¥ et z sont étrangers deux A deux : en effet,
&i par exemple, x et y avaient un facteur premier commun p, alors pt
diviserait 2%, done p* diviserait 2, et (-;—, i—. —;‘—) serait une solution
contredisant la minimalité de' z; les deux autres cas sont anzlogues et
plus faciles. Comme notre équation s'écrit (*)* -+ () = 2%, on peut
lui appliquer Ic th. 1 : aprés permutation éventuelle de x et J, on voit
qu'on a des entiers w, v > 1 et étrangers tels que

5 st=ut g2 7 = 2u, - Tt 4o

Comme 4|3*, Ia relation 3* = 2uy, montre que I'un des deux nombres
u et 7 est pair; Pautre est nécessairement impair; Ia répartition « & pair,
vimpair » donne u* = 0 (mod. 4),1* = | (mod. 4), d'ots. b= ut i |
{(mod. 4) ce qui est absurde; donc u est impair et v = 2¢'. La relation
' =4uw' etle fait que u et o' sont éirangers montrent que u et o
sont des carrés a* ct 4% Appliquons encore I¢ th. 1, cette fois & Péguation
4+ o' = o (cf. (5)); comme x et u sont impairs, v pair, et £, o, %
étrangers deux A deux, on a des entiers érangers ¢, d > 1 tels que :

6. x=¢*+4 4t v = 2d, u=c%4 4t

Or,de 7= 20" = 2b%, ondéduit ef = %, desorte que ¢ et d sont encore
des carrés x'* et »'*, car ils sont étrangers. Comme g = 2%, la dernitre
équation (6} s’écrit :

7. at= o y

et a la méme forme que Péquation donnée. Mais, on a, par (5),
2=+ o' =a' 4 44 > oaf, d'oix z > @, ce qui contredit le caractire
minimal de 2. Notre assertion est donc démontrée

Une légére variante de notre démonstration montre que, étant donnée une
solution (x, y, z) en entiers 2 1 de &t - gt = 2%, on construit une suite
(%as ¥y 2} de telles solutions, ob la suite (z) est strictement décroimante,
©e qui est absurde. Ceci est la méthode de descents infinie, due & Fermat.

Cororrame, L'éguation xt 4 =2 ga pas de solution m mb;-a entiers
LI I 4 ; ;'

En cffet cette équation s’éerit #t yt = (2%)% et on applique lc th. 2.
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[1949a] Sur I’étude algébrique de certains types

de lois de - mariage

En ces qutlques pages, écrites & la pritre de C. Lévi-Strauss,
j¢ me propose d'indiquer comment des lois de mariage d'un cer-
tain type peuvent étre soumises au calcul algébrique, et com-
ment Palgébre et la théorie des groupes de substitutions peuvent
en faciliter 'étude et la classification. - '

Dans les sociétés dont il s'agit ici, les individus, hommes et
femmes, sont répartis en classes, la classe de chacun étant déter-
minée, d'aprés certaines régles, par celles de ses parents; et
les régles du mariage indiquent, suivant les classes auxquelles
appartiennent respectivement un homme et une femme, si le
mariage entre eux est possible ou non.

Dans une telle société, la totalité des mariages possibles peut
donc s¢ répartir en un certein nombre de types distincts; ce
nombre est égal au nombre de classes entre lesquelles se répar-
tit la population, s'il y a une formule unique qui, pour un homme
d'une classe donnée, indique dans quelle classé i} a le droit de
choisir sa femme {ou, en d'autres termes, la sceur d'un homme
de quelle classe il peut épouser); si au contraire il y a plusieurs
de ces formules, aliernant entre elles d'une manibre déterminée,
e pombre des types de mariage possibles pourra &tre double,
triple, ete., du nombre des classes.

Soit donc, en tout cas, n le nombre de types de mariage;
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nous les désignons arbitrairement par n symboles, par exemple
M, M,,...M,. Nous ne considérons que des lois de mariage
satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(A) Pour tout individe, homme ou ferame, il y & un type
de mariage et un seul qu'il {on elle) a le droit de contracter.

(B} Pour tout individu, le type de mariage qu'il {ou elle) est
susceplible de contracter dépend uniquement de son sexe et
du type de mariage dont il {ou elle) est issu.

Par conséquent, le type de mariage que peut contracter un fila
issu d'un mariage de type M, (i étant I'un des nombres 1,2, ..., n)
est une fonclion de M), que nous pouvons, suivant la notation
mathématique en usage en pareil cas, désigner par f(M,); il
en sera de méme pour une fille, la fonction correspondante, que
nous désignerons par g(M), étant ordinairement distincte de
la précédente. La conpaissance des deux fonctions f et g déter-
mine complétement, du point de vue abstrait, les régles de
mariage dans la société étudiée. Ces régles pourront donc se
représenter par un lableau & trois lignes, dont la premitre énu-
mére les types de mariage M,, ..., M,, tandis que la seconde
et la troisiéme donnent respectivement les valeurs correspon-
dantes des deux fonctions f et g.

Prenons un exemple simple. Soit une société 4 A ~—saB
quatre classes, & échange généralisé, suivant le type
suivant., )

I y a quatre types de mariage: (M,) homme A, € ——>D
femme B; (M,} homme B, femme C; (M,) homme C,
femme D; (M,) homme D, femme A. Admettons de plus que
les enfants d'une mére de classe A, B, C, D soient respective~
ment de classe B, C, D, A. Alors notre tableau est le suivant :

{Type de mariage des parents). . M, M, M, M,
(Type de mariage du fils). . . . f(M) =M, M, M, M,
(Type de mariage de la fille). . . g(My) =M, M, M, M,

De plus, comme il apparatt sur 'exemple ci-dessus, f et g
sont des substitutions, ou, comme on dit aussi en pareil cas,
des permulations entre M, ..., M,; cela veat dire que, dans
notre Lableay, la seconde ligne (celle qui donne les valeurs de f)
el la troisiéme (qui donne les valeurs de g) sont, comme la pre-
miére, formées des symboles M,, ..., M,, rangés simplement
dans un ordre diftérent de celui od ils figurent dans la premiére

- ligne. En effet, 5'il n'en était pas ainsi, cerisins types de mariage
disparaitraient dés la seconde génération. Geci montre déji



[1949a)}

@

APPENDICE A LA PREMIERE PARTIE 281

réductible, et sc compose de deux sous-populations, formées,
I'une des classes A et B, I'autre des classes C et D. Le tableau
'des fonctions f el g pour cetle société est le suivant :

f(Mi) = Ma Mx M% Mz
gMy) = M, M, M, M,

Supposer qu'on a affaire & une société irréductible, c’est sup-
poser, dans le langage de la théorie des groupes, que le groupe
défini ci-dessus (groupe abélien de permutations engendré par f
et g) est Iransitif. Un tel groupe, &'il est cyclique, est de struc-
ture extrémement simple; si c’est un produit direct de deux
groupes cycliques, les possibilités sont plus variées, et les prin-
cipes de classification 4 employer sont plus compliqués; mais,
en lout cas, ces questions peuvent &tre traitées suivant des
méthodes connues. Nous nous bornerons ici & énoncer les résul-
tats qu'on obtient dans le cas d'un groupe eyclique. 11 est néces-
saire pour cela d'indiquer le principe bien connu de la numéra-
tion modulo n.

Soit n un entier quelconque. Calculer modulo n, c'est caleuler
en remplagant toujours tout nombre par.le reste qu'il laisse
dans la division par n. Par exemple, la « preuve par 9» hien
connue en arithmétique élémentaire consiste & calculer modulo 9.
De méme, 8i I'on convient de calculer modulo 10, et qu'on ait
dajouter8et 7, on écrit 5;si l'on a a multiplier 3 par 4, on écrit 2;
si 'on a & multiplier 2 par 5, on écrit 0; ete. Cela 8'¢crit ginsi.
8+ 7=5(mod. 10);3x 4 =2 (mod. 10); 25 =0 (mod. 10}; etc.;
il est convenu, dans tout calcul de ce genre, de remplacer le
signe == par le signe = (qui se lit « congru & »}. Dans le celeul
modulo 10, on n'écrit jamais 10 ni un nombre plus grand que
10, de sorte qu’il n'y a, dans ce calcul, que 10 nombres, & savoir
6,1,2..,9

Reprenons donc le cas d'une société irréductible & groupe
cyclique. Alors il est possible de distinguer dans cette société
un certain nombre n de classes, et de les numéroter de 0 & n ~— 1
de telle sorte qu'un homme de classe z épouse toujours une femme
de classe z 4+ a {(mod. n}, et que les enfants d’une femme de
classe z soient toujours de classe  + b (mod. n),cet bétant deux
nombres fixes, et tous les calculs étant faits module n, Par
exemple, dans le systéme & échange généralisé décrit plug haut,
on 2 n=4,a=1,b=1, comme on le voil en numérotant
les classes 4, B, C, D par 0, 1, 2, 3, respectivement.

Nous allons maintenant montrer comment on peut formuler
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