French Language Exam, Fall Quarter 2006
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1. On commence par une forme modulaire parabolique g € S¢(S Ly(Z)) avec
son développement de Fourier :

oo

g= Z a(n, g)q" (g = exp(2riz)).

n=0

Considérons d'autre part la série d'Eisenstein :

Bu(z) = S (mztn)t(x>2).
(m )E@2-(0))/{X1}

St g est une forme parabolique de poids £, 1a série gE est une forme parabolique
de poids k = x - £. Notons que Sx(SLz(Z)) a une base B = {f} consistant en
des formes propres pour tout opérateur de Hecke. On veut regarder le coefficlent
o( f) dans la décomposition :

9B« =Y _df)f.
i

Sous le produit de Petersson (f,k) = [or any Foy*2dxdy, la base B est
orthogonale parce que (f[T(n), k) = (f, h|T(n)) pour tout opérateur de Hecke.
Done, par la formule de Shimura [Shl, §2],ona

(9B _ 20(k—1)D(k—1,f,0)
N="GFH -~ @=EH

o D(k 1, f,9) = ((2s + 2 — k— &) Loz, a(n, f)a(n, g)n~".

Pour étudier e nombre ¢ f), on peut changer le produit scalaire () en gardant
la propriété ( f{T(n), k) = (f, h|T(n})- Donc on veut définir un nouveau produit
biltnéaire (algébrique) sur Fespace des formes modulaires. On va faire une telle
construction un peu plus généralement en incluant le cas de Neben-Typus
non-trivial. Soit N un entier premier & p et soit ¢ un caractére de Dirichlet
modulo Np. On suppbse que le conducteur de 3 est divisible par N. On note
M;(To(Np), ) lespace des formes modulaires holomorphes avec caractéres . -
Alors, pour chaque sous-anneau A de C contenant les valeurs de 3, on définit
M(A) = Mi(T'o(Np),%; A) comme le sous-espace des formes modulaires f avec
coefficients a(n, f) dans A. On note S(4) = Si(To(Np),¥; A) le sous-espace
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Sur une formule classique

Dans up mémoire célébre ([2]), Hecke a établi que les séries de Dirichlet
satisfaisant 4 un certain type d’équation fonctionnelle correspondent au moyen
de la transformation de Mellin A certains types de formes modulaires; divers
travaux, et tout particuliérement ceux Ge H. Maass, ont considérablement
étendu la portde de cette méthode. Drautre part, on sait maintenant (cf. (4D
que, méme sans gquitter le cadre des formes modulaires usuelles, la méthode
de Hecke peut &tre appliquée 3 des problémes plas généraux que ceux qu'il
avait envisagés lui-méme, et tout indique quw’on peut encore aller beaucoup
plus loin dans les voies ainsi tracdes. ‘

Du point de vue de Hecke, il s'agissait avant tout de ramener la recherche
de séries de Dirichlet satisfaisant 3 des équations fonctionnelles a4 celle des

formes modulaires correspondantes, considérées comme mieux connues. Mais

la théorie a maintenant fait assez de progrés pour qu'on puisse aussi appliquer

atilement les mémes résultats en sens inverse, et metire au- service de la

théorie des fonctions automorphes nos connaissances sur les séries de Dirichlet.

Mon propos ici est seulement d’illustrer ce principe au moyen d'un exemple

particuliérement simple, et que sans doute Hecke a d@ connaitre, bien que je

n'en aie pas rencontré de mention explicite chez lui ni chez ses successeurs.
Considérons les fonctions

o(s) = LW (s+1),  P(s)=(@m)" T (s)p(s)-
Léquation fonctionnelle de la fonction z&ta, jointe aux propriétés classiques de
la fonction gamma, donne aussitét pour @ I'*£quation fonctionnelle”:

| () =P(—s).
11 est immédiat que @ a un pdle double en s=0, des poles simples en s= %1,
est holomorphe partout ailleurs, et est bornée pour o= Re(s) <o/, Im(5) Z ¢,

quels que soient ¢, 0’ et ¢>0. 1l est clair aussi que @ a le résidu {(2)/2x

=1/12 en s=1, le résidu —x/12 en s=—1, et que ®(s)+1/2st est holomorphe
en s=0.

La fonction @ est évidemment donnée, pour Re(s)>1, parla série de
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Dirichlet

o m-z
)= Cany

™

La série de puissances en ¢=e™ qui a les mémes coefficients est donc:
F)=_3 mig™= 5 ( Zm ") = — Tlog 1—¢"-
w el fm] N mis] 4 =y '

On reconnait 13, & un terme prés, le logarithme de la fonction de Dedekind,
7(r) =g"*TI(1—¢g") Plus précisément, on a:

Fo)=-35- —log o).

On voit en méme temps que F est la transformée de Mellin de @, c'est-3-dire
quon a:

o= :F(it)t"“ dt,  F(O)= —2%;.- j':d’(s)(r/i)"'ds ,

la’ premiére formule étant valable pour Re (5)>1, et la seconde pour o> 1,
Im{)>0; dans celle-ci, on doit entendre que I'intégrale est prise le long de
1a droite Re(s)=o. La méthode de Hecke consiste 4 déplacer cette derniére
droite parallélement 3 elle-méme de maniére 4 PPamener sur la droite Re(s)
=—¢; en ce faisant, on doit tenir compte des résidus de Pintégrande aux
points 5=0, +1; le comportement de @ A l'infini dans la bande —o SRe(s)s0
garantit 1a 1égitimité de V'opération, qui donne:

O T N e

En raison de I'égquation fonctionnelle obtenue pour @, le dernier terme est égal
i F(~—1/7), d’oti en définitive:

log 7(—1/)=log v(r)+71- log (c/i).

On reconnaft 13 le résultat classique de Dedekind ([1]). Bien entendu, on peut
en donner une démonstration plus directe (v. p. ex. {3]). Mais c'est sur le
principe appliqué ci-dessus que jai surtout voulu attirer l'attention. On aurait
pu traiter exactement de méme la fonction gp(s):{(s)((s-;l) (vest la fonction
zéta de l'algébre simple M,(Q) sur le corps @ des rationnels); pour ce choix de
¢, la fonction @ définie par la méme formule que plus haut satisfait cette fois
3 I'équation fonctionnelle @(s)= —P(2—s), d'od on déduit le comportement de la

transformée de Mellin de @, qui est la fonction F(‘t)=-%——“2%”'24; logy(z).

On notera que, dans ces exemples, 'équation fonctionnelle de ¢ ne comporte
pas de facteur exponentiel; c'est ce qui permet de les traiter au moyen du

seul théoréme de Hecke. Lorsqu‘il en est antrement; il devient nécessaire de
mettre en ceuvre les moyens supplémentaires que fournit ma note [4].
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Hurwitz etdeM.i.rﬁcmski etnefc‘bosequme sélectionde 10pmb1é'ﬂaa Iete:cbede
o &4n exposé paraitra en 1902, en allemand nc'est 1e tex!:e repmduit dans ses oeuvres
" camplatés- et en anglais ~traduction dans le Bulletin de la Sociéts Mathématique
. Amdricaine, reprise dans le symposium de- 1974.
Voici le troisisme probléme, tel que je le traduis de 1'allerfand ]
"3, L'¢galité du volume de deux tZtraddres ayant des bases et des hauteurs éga.f.aa
Gauss exprime, dans deux lettres 3 Gerling, son regret que cerbains théorémes

de la géométrie des solides dfpendent de la m&thode d'eshaustion, ¢'est- ’

pour employer-la locution modérme, de 1'axicme - de oontinuité (ou de 1'axiome d'm:*-

chiméde) . Gauss cite en particulier le théor&me 4'Euclide (livre XITI, prop. 5),

lon lequel deux pyramides & ‘base triangulaire sont dans 1emarerapporgque1eurs'

pases. Mais: le prableme analogue pour les aires planes a été complétement résolu ;
| Gerling a aussi:réussi 3 démontrer 1'Sgalité des volumes de deux polyddres symé—
triques au moyen d'une subdivision.en parties superposables (par déplacenerrt) .
pendant, il me senble impossible de prouver en général de cette manizre le théoré—
me d'Euclide cité plus haut, et il s agirait de donner une dérmlstration rigoureu-
se de cette impossibilits. Une telle damonstration serait cbtenue, si nous réussis-
sions A trouvern deux tEtraldres de méme base et de mEme hauteux, qui ne de subdivi~
sent d'aucune manidre en tEtraddres superposables, et qui aussi me se faissent pas
compliten par des tEtratdres superposables en des. pofydres poux mqum une tel-
Pe subdivision en 1Eiraddnes superposables s0il po.sub!.g

L'histoire de ce probléne est curieuse. Avant la publicat.idn de Hilbert, Dehn

([11] et [12]) a c”onné une soluticn sous la forme réclamée par Hilbert ce qui
v n
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est plus important, il a défini 1'invariant qui porte son nom, et sur lequel nous

reviendrons plus loin. b'ai]_.leurs, lors de la prése:utation"ora]e; Hilkert n'avait

pas gardé le 3&me probléme dans sa liste restreinte. Considéré comme résolu et

camme faisant partie de la géométrie &lémentaire- il ne continue 3 ocouper que
quelques géamdtres suisses, danois ou russes. En 1974, un collogue 3 De Kalb

" (U.S.A.) fait le pomtsr.mlesproblé’res de Hilbert. Ilyabienme:cposéoral sur

le 3&me probléme, mais aucun texte dans les deux volumes publiés [2].

Pourtant, depuis 1975, divers problames de topologie et de gBométrie différenm
tielle aménent 3 considérer la cohamlogie des groupes de Lie rendus discrets, et
des algdhres de Lie réelles vues camme algébres sur le corps des nombres ration—
nels, Les mSmes groupes se retrouvent em K-théorie algébrigue. L'analogle de m&-
thode avec les probl2mes contemporains 1iés aux chanps de jauge est troublante 3
elle laisse supposer des liens inattendus entre arithmétique, topologie et physi-
que mathématique, exprimés par l'homlogie cyclique. D'une certaine manigre, cet
exposé n'est donc que la suite de mn exposé précédent (n° 621).

Je remercie bien chaleureusement J.-L. Cathelineau, K. Chemla, D. !hzsennller et
J. Milnor pour la documentation qu'ils m'ont fournie, et aussi C. Kassel, J.-L. ILo-
day et C.H. Sah pour m'avoir permis d'utiliser Jeurs notes non publiées pour la

préparation de ost exposé.

1. Pnfz,um'zmmmamwoo.

1.1. Buclide et les aires plane_s

Dans les fléments, la fin du Livre I et le Livre VI sont consacrés aux aires
planes. Le dfbut du Livre I est consacré aux cas d'€galité des triangles ; on de-
vrait plutdt dire "congruence des triangles” si 1'on nomme congruentes deux figu-
res A et B pour lesquelles il existe un déplacement direct amenant A en colncidence
avec B. A partir de la proposition I.34, on s'intfresse 3 diverses situations ol
1'cn peut affirmer que des triangles ou des parallélogrammes ont la m&me aire (voir
Table I). En particulier, on a 1la proposition I.41, que 1'on pourrait paraphraser
par 1'&noncé classique : l'aire d'un triangle est la moitié du prodult de la base
par la hauteur. Mais rien ne serait plus contraire & 1l'esprit d'Euclide ; il ne
définit nulle part la notion d'aire, et il n'est pas question d'attribuer une va-
leur nurérique a une aire.

Si 1'on analyse les dénonstrations d'Euclide et que 1'on se référe aux notions
communes (ou NC, axiomes génfraux qui suivent au début des Eléments la liste des
postulats géamétriques), on se rend compte qu'il considire dans 1'ensernble des
polygones ‘7’ une relation d'équivalence que 1'on interprétera comme signifiant que

(1) puclide ne donne pas vraiment de d&finition génfrale d'un polygone, mails con-
sidére surtout des triangles et des quadrilat2res (d&finitions 19 & 22).

7
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B ont néme aire. Cette relation d'équivalence‘! satisfait aux régies suivan-

c_:'ies figures congruentes sont equlvalentes (NC 4) ; : o
si la flg‘ure A est ocsrposée de deux morceaux A' et A" , et de m&me B est
"éée de B' et B", de l'Squivalence de A' avec B' et de A" avec B",
clutal'équivalenoede A avec B (NC 2) ; . ,
sous les hypoth&ses de b), si A est équlvalente a B, et. A' & p',; alors
‘est Squivalente 3 B" (NC 3) -
g1 la figure A est ccmrposée d n paxties équivalentes 4 A' ,et B de n
pdrties &quivalentes 3 B' , Ge l'squivalence de A et B on infere celle de A'

.

Le courcnnement du Livre I est le théoalme de Pythagore : dans un trianzyle rec- '
ngle ABC de oStés ab,c, ol l'angleen A est droit, na a2 =b3'+ c2 .
tte &galité s'interprdte de la manilre littérale suivante @ : le carré construit
e cBté .a est &quivalent 3 e figure composée de deux ca¥irbs Sgaux 3 ceux
struits sur les o5t&s b et c . Dans la Teble TII, on a reproduit diverses con-
gurations qui &tablissent ce théorsme par des manipulations ‘'aires.

Au Livre VI, Fuclide utilise les ré&sultats acquis sur les proportions au Livre V;
11 va pouvoir &tudier les similitudes, et d&montrer les deux résultats fondamentaux

a) Si 1a figure A' est semblable dans le rapport t 2 la figure A , le rap-

port des aires de A' et A est t2 .

b) £i, dans un parallé€logramme, on multiplie deux cOtés paralléles dans le rap-

port t et les deux autres dans le rapport t' , alors l'aire est multipliée par

* Au'passage, on établit le théordme de Thalds par la mSthode des Squivalences d'ai-
T res,
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L'informatique est entrée dans 'enseignement. L'usage des microordinateurs
g'est largement répandu en Europe, aux Etats-Unis, au Japon {I8, pp. 14~
16, 22-23, 39, 43-45). L’'Open University du Royaume Uni a introduit des
graphiques animés produits par ordinateurs dans un.cours de mathématiques
de base dés 1971 {I8, p. 24]). En Union Soviétique, des cours de programma-
tion pour étudiants en mathématiques existent depuis 1959, et en 1986 un cours
sur les bases de informatique {“science de I'informatique et techniques de cal-
cul”) est introduit dans les écoles secondaires (13, p. 8]. Avec des réticences
diverses. (notamment au Japon) les calculéttes font une entrée en force dans
les enseignements élémentaire et secondaire, ' Depuis 1978, elles sont autorisées
pour tous les examens du “General Certificate of Education” en Ecosse [ICR].
A partir de 1986, elles figurent explicitement dans les programmes frangais de
mathématiques au début des études secondaires (11-12 ans).. :

L’informatique est partout, mais inégalement distribuée. Les investissements
et les frais de maintenance interdisent aux pays pauvres la diffusion massive des
microordinateurs [I-1]. Par contre, une distribution massive de calculettes comme
fournitures scolaires est envisageable—au méme titre qu’'une distribution massive
de Livres d’enseignement. C’est une raison, parmi d’autres, pour g’intéresser
particuliérement au renouvellement possible de I'enseignement mathématique
par P'usage des calculettes. En retour, les besoins de I'enseignement peuvent
amener a de nouvelles spécifications pour les calculettes destinées aux fournitures
scolaires. ;

Enfin l’mformatxque -est doublement Jiée aux mathémathues Comme moyen
nouveau de calcul et d’écriture, elle o, et elle aura de plus en plus, un im-
pact sur les pratiques, les valcurs, et les concepts méme des mathématigues.
Comme outil & base mathématique, son histoire est lide d celle de la logique,
et on doit s’attendre d un va et vient constant entre Uinformatique (c’cst-d-dire
les ordinateurs et leurs usages), la logique, lalgébre, et d’autres branches dea
mathématigues.

* * %

Dans I'étude de la C.1LE.M.,, il était bon de commencer par 1i: I'influence de
P'informatique sur la mathématique comme science. En particulier, sur une série
d’exemples, on voit que les ordinateurs et 'informatique ont suscité de nouvelles
recherches, remis 4 I'ordre du jour des questions étudiées il y a longtemps, et
rendu possible 'étude de questions nouvelles. Ils ont mmuitiplié brusquement nos
possibilités d'observation et d’expérimentation en mathématiques. Iis ont val-
orisé tout ce qui peut se traduire en algorithmes. An dela du calcul numérique,

ils ont développé des possibilités de visualisation, et maintenant de caleul sym-

bolique, qui sont de grande conséquence pour la recherche mathématique.

Cette influence est incontestable. Eile est déja beancoup plus profonde au
niveau de la recherche que de Penseignement. Pour certains, elle apparait comme
une menace. D'abord, une menace sur I'esprit' méme de la mathématique—
comme science de I’ordre et des concepts unificateurs; 1a preuve du théordme des

E2
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pourcentages.. -On change constamment d’échelle—le budget-de la-famille, le
budget de:la cité, les dépenses militaires dans lemonde; I'dge de 'humanité; de
la terre; de:I*univers; Jes dimensions de 1'atome,:du systéme sclaire; etc. Ce.qui
permet d’appréhender .ces nombres et ces changements d’échelle,-c’est-1’écriture
décimale-et les puissances-de 10. Ce qu'affiche une calculette, c’est justement une
écriture décimale, et éventuellement {en virgule flottante}.une;puissance.ded0.
L'enfant qui dispose d'une calculette: se trouve immédiatement devant ge
grands -nombres entiers, -et aussi: demt des . dévelnppemenm‘décmuxamz

France, un hm vient. de paraitre, sur ]es fondements de la. géomépne, dont le
premier chapxtre est la. théone des réels A part:r développements décxmaux
illimités; ¢lest une ‘présentation simple et complete, & 'intention des epseignauts
du secondmre, qui me parait venir A son heurg [F] o

Cela ne supprime pas, mais au cont.rame va.lonse, Ia représent.atmn du nombre
réel. posxtxf comme rapport de deu:x longueurs. Lalgorithme, dlEuchde pour
trouver une. partxe aliquote commune 3 deux longueum, nous, allons le retrouver
comme algorithme .des &act.zons contmues




