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(le vérifier pour dim(V)=1, et observer que les deux membres sont additifs en V dans
une suite exacte courte). Substituant (1.5.1) dans (1.5.2) et appliquant (1.5.3), on
trouve

t-:TL log Z(X,, t) 32(—1)"3% log det{1—-F*¢, Hi(X, Q,)) %,

soit

(x.5-4) Z(X,, ) =Ildet(1—F¢, HI(X, Q)

Le membre de droite est un élément de Q ,(f). La formule affirme que son développement
de Taylor en t=o0, a priori une série formelle dans Q,[[#]] de terme constant un, est
dans Z[[f]], et est égal au membre de gauche, lui aussi considéré comme une série
formelle en f. Cette formule est l'interprétation cohomologique de Grothendieck de la
fonction Z.

Notre résultat principal est le suivant.

Théordme (1.6). — Soit Xy une variété projective non singulitre (= lisse) sur ¥,. Pour
chaque i, le polynéme caractéristique det(f. 1—F°, H'(X, Q) est @ coefficients entiers indépendants

de ¢ ({+p). Les racines complexes o de ce polynéme (les conjugués complexes des valeurs propres
de F*) sont de valeur absolue |a|=q".

Montrons déja que (1.6) résulte du résultat apparemment plus faible suivant.

Lemme (x.7). — Pour chaque i, et chaque ££p, les valeurs propres de Pendomorphisme ¥*
de H'(X, Q) sont des nombres algébriques dont tous les conjugués complexes « sont de valeur
absolue |a|=¢".

Preuve de (1.7) = (1.6). — Regardons Z(X,, ¢} comme une séric formelle de terme
constant 1, élément de Z[[t]] : Z(X,, t)=§ant". Iraprés (1.5.3), I'image de Z(X,, ¢}

dans Q,[[f]] est le développement de Taylor d’une fraction rationnelle. Ceci signifie
que pour N et M assez grands (> les degrés des numérateurs et dénominateurs) les déter-
minants de Hankel

Hy=det((% .4 tdoci, jcu)  (A>N)

sont nuls. Cette nullité est vraic dans Q, si et seulement si elle Pest dans Q; Z(X,, ¢)
est donc le développement ¢n série de Taylor d'un élément de Q (). En d’autres termes,

Z(X,, 1)eZ[[]] n Q. (1) cQ.(0).

Ecrivons Z(X,,!)=P[Q, avec P, QeZ[t], premiers entre eux, et de terme constant
positif. D’aprés un lemme de Fatou, que Z(X,, #) soit dans Z[[t]] et de terme constant
un implique que Ies termes constants de P et Q sont 1. Posons

P,(t)=det(1—F*¢, Hi(X, Q,)).
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DYaprés 'hypothése (1.7), les P; sont premiers entre eux. Le membre de droite de
(1.5.4) est donc sous forme irréductible, et

p() = I B
Q=1 R).

Soit K le sous-corps d’une cléture algébrique Q, de Q, engendré sur @ par les racines
de R{(t)="P(t)Q(¢). Les racines de P;(¢) sont celles des racines de R(t) ayant la propriété
que tous leurs conjugués complexes sont de valeur absolue =2 Cet ensemble est stable
sous Gal(K/Q). Le polynéme P,{t) est donc & coefficients rationnels, D’aprés le lemme
de Gauss (ou parce que les racines de P, étant racines de R(t), sont des inverses d’entiers
algébriques), il est méme A cocfficients entiers. La description ci-dessus des racines de
P;(#) est indépendante de ¢; le polynéme P;(f) lui-méme est donc indépendant de £.
La suite de cet article est consacrée & la démonstration de {1.%).

(1.8) La théorie de Grothendieck fournit une interprétation cohomologique non
seulement de fonctions zéta, mais encore de fonctions L. Les résultats sont les suivants.

(x.9) Soit X une variété algébrique sur un corps & Pour la définition d'un
faisceau constructible sur X, je renvoie & SGA 5 VI, Qu’il suffise de dire que:
r q

a) 81 F est un Q faisceau constructible sur X, il existe une partition finic de X
en parties localement fermées X, telles que % | X, soit constant tordu.

b) Supposons X connexe et soit ¥ un point géométrique de X. Pour # constant
tordu, (X, ¥) agit sur la fibre &;; le foncteur fibre en & est une équivalence de catégorie

(Q faisceaux constructibles constants tordus sur X)»
+s (représentations continues de m(X, ¥) sur un Q ,-espace vectoriel de dimension finie).

Une telle représentation ne se factorise pas, en général, & travers un quotient fini de
(X, ¥).

¢) 8i k=G, les Q ,faisceaux constructibles sur X s’identifient aux faisceaux de
Q -espaces vectoriels & sur X*, tels qu’il existe une partition finie de X en parties
Zariski-localement fermées X;, et pour chaque i un systéme local de Z,-Modules libres
de type fini & sur X;, avec

Z X, =F85, Q.

Nous ne considérerons que des Q ,faisceaux constructibles, et les appellerons
simplement Q ~faisceaux,

(x.10) Supposons % algébriquement clos, et soit & un Q ,faisceau sur X. Gro-
thendieck a défini des groupes de cohomologic f-adique HY(X, #) et H{(X, #). Les
Hi(X, &) sont des espaces vectoriels de dimension finie sur Q,, nuls pour i>2 dim(X).
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entre H,—C et H,+ C avec
n—1

H,=§,_,h,+ Z Bj*"l ty
i=0

2) Démonstration du théoréme 3

a) CHoix pes f,, — Comme on 'a déja mentionné on peut toujours prendre
t,=(1/2n)loge, 1 +C. Si I'on tient compte de la structure géométrique de F, on montre
dans ce paragraphe que I'on peut prendre mieux, f,=(1/2n)loglog(ea; ')+ C, st F, n’a
pas de points fixes. Considérons FeS(a), 0 <a<1/2, F sans points fixes. Il faut prouver

ProposiTion IIL.2.1. — Il existe une constante universelle C telle que, si F est sans point
fixe, on ait pour Imz2(1/2m)loglog(ea™ 1) +C,

[F(z2)—z—a|So/4,
|DF ()~ 1|<1/4.

Remargue. — Si F a des points fixes et A=0 est la plus grande hauteur d’un
point fixe, en appliquant la proposition & z—F(z+ik)—ih on a, pour
Imzz(1/2m)loglogle )+ A+C,

|F(2)—z—a|sa/4,
|DF(2)—-1{<1/4.

Donc on peut toujours prendre ¢,=(1/2n)loglog(ec, ) +4h,+C, ol A, est la plus
grande hauteur d'un point fixe de F,.

Démonstration. — F sécrit F(z2)=z+u+ @ (2)=z+ae*®, ou ¢ et | sont Z-périodiques
et lim o(z2)= lim v(z)=0. Par compacité de i S(a) il existe C telle que pour

Imz—++w Imz—++w aeT!

ImzzC,
|De (2)|=1/4,

|o(z)|£1/4.

La premiére inégalité nous donne la deuxiéme estimation de la proposition. Pour
abréger on notera r=Imz. La deuxiéme inégalité nous donne, pour 1=C,

V@ ~1|sa™ /4.
Don
ReYy(z)<Clogat

Maintenant en appliquant le lemme I1.2.1 ci-dessous 4 0 (W)= (z), w=¢>"%,0: Dy - C,
avec R=¢7%C gt r=¢"%% on a, pour t2C,,

Revy ()| ¥ (2)| < Clog (a™!)e ™2,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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S
Ainsi pour 12(1/2m)loglog(ea™!)+C, Rey(z)£C; donc |¢(z)|<Ca~ . Finalement
en appliquant le lemmeIl.2.]1 (lemme de Schwartz) on a, pour
tz(1/2n)loglog(ea™ "} +C, [F(z)—z—u|=|o(z)|Se/d. O

Lemme 111.2.1 (Lemme de Carathéodory). — Soit 8:Dy — C continue et holomorphe
sur Dy telle que 0(0)=0. Alors pour |w|=r<R,

10| 2" Sup Red ().
R—-r jul=r

Démonstration. — Posons m= Sup Ref(1) et n(w)=0W)/(2m—0(w)). On a
lul=R

n{0)=0 et pour weDyg, [n(W)|=1 car I'image de © est contenue dans le demi-plan
{Reu<m}. Le lemme de Schwarz donne, pour |w|=r<R,

! o(w)
2m—0(w)

r
_.R'

Or P’ensemble des points ueC tels que {ju(2m—u)™!||SM<1 est un disque fermé,
symétrique par rapport a Paxe réel et contenu dans le disque fermé de centre 0 et rayon
2mM(1—M)"L. Le lemme en résulte. [l
.

b) FIN DE LA DEMONSTRATION. — Donnons-nous ae R—Q tel que

+o0

¥ loglogg,., <+

rml 4n

o0

et FeS{x) non linéarisable. On fait la conmstruction de Yoccoz en prenant
t,=(1/2m)logo,; ' +C, si F, a un point fixe, et £,=(1/2m)loglog(ea, 1)+ C sinon. F est
+m

non-linéarisable donc )’ B,_, #,=+ 0. Or -
a=0
l n
— Y PBi_ loglog(ea; 1)—C< + 0,
p% AP
donc il cxiste une sous-suite infinie (n.),,, telle que F, ait un point fixe,
1, =(1/2m)loge, ' +C, et

+aw

2 ﬂnh—l IOgau:l =+ 0,
k=1

ce qui donne (voir le lemme 1.2.1)

+

= lo
Z EQ'nk+I =+®.
k=1 4n,
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les égalités suivantes :
Ad(z)+Bd (2)+...+ Ldr+i(x) = o,
Ady(z)+ Bdl(x)+...+ LM {x) = 0.
. Or, on aura de méme, en prenant pour limiles supérieures des
intégrales z—=20, ¢, ..., A,

APy () + Bl (w)+...+ LD () = 0,

Ady(z)+BPL(x)+...+ Lo+ (x) = o,

et il est aisé de voir que les coefficients A, B, ..., L. pourront éire
supposés des polynomes entiers en z. L’'intégrale

1.
I/ e—sx 5"2(; J—— I)?ﬂ dz’-
0

qui figure dans la relation précédemment considérée (p. 154),

e+l g

1
el (zY— 1) {(x) = f e“‘z-‘zz’"(z_-—l)mdz,
. ¢

1.2.3...m

nous servira d’abord d’exemple.

VIII. Dans ce cas facile, ott 'on a simplement
S(z)=3s(s5—1),
je partirai, en supposant
0(2) = @ fm+1(2) + (m 4 1) fm(5) S (),
de Pidentité suivante :

d[ e~ 0(z)]

—— 2 = e22[0'(3) — 20(3)]

= e—zx[—ngm'**’(z)—t—(m—l—l)fm(.z)f”(z)
-+ m(m 1) fro1 f2(z)],
et j'observerai que
JHE)= 43— 45 4+1=4f(z)+1, J(z)=12,

cc qui permet de I'écrire atnsi :

d[e—2x0(3z)]

pr = 3% [.._ z-afm+i (3)

“+{am-+ D{am-+2)fm{s)+m(m+1)fm-1(z)].
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Nous aurons donc, en intégrant,
e P(3) = — wﬁfe"zv"f'"'“(z) dz + (2m +1)(2m -+ 2)fe~zxf"!(z) ds
-+~ m{m + x)fe—zl'fm—i (z)daz,

et ensuite, si nous prenons pour limites 3 ==o0 et 5 =1,
1 !
.z-*f e—2x fm+l(zyds = {(am +1)(2m + z)f e~ xfm(z)dz
0 )

1
—4—m(m—l—t)f e—3x fm—i(z) ds.
0

Soit maintenant

xim—+1px

1
e e— g—zxzﬂl(z_ I)HL dz,
I1.2.../172 o

et cette relation deviendra

Em—

Eme1=(4m -+ 2)Em -+ Tre 1.

C’est le résultat auquel nous voulions parvenir; en y supposant
successivement m =1, 2, 3, ..., les équations qu'on en tire

€x = Bey-+ xley,
3= 10&g -} 25y,
Es = 1fey+ 2leq,

L R “ e

donnent aisément la fraction continue

=] T2
& &2
° 6 +
wz
I e —
I4 .,

*

et il suffit d’employer les valeurs
1
g == & &% f e dg = e — 1,
A

1
£y = z-3e~‘~“f e**z(z ~1)ds =e*(2 —x)— 2 —x,
L]
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d’otu Pon conclut .
ex 4 ¢
ex —— |

I
-

—_ 3 —

1

m
<

. @ .
pour retrouver, sauf le changement de 2 en -, le résultat de

Lambert (1)

ex —§ .z

eF o f xt
2% -

En abordant maintenant le cas général et me proposant d’ob-
tenir, a I’'égard des intégrales définies '

b ]

.fo,ae—z m(z)dz, -/0‘ e=sfm(z)ydz, ..., .[ e—3fm(z) da,

un algorithme qui permette de les calculer de proche en proche,
pour toutes les valeurs du nombre entier m, j'introduirai, afin de
rendre les calculs plus symétriques, les modifications suivantes
dans les notations précédemment admises. Je ferai

f(z) = (35— 3p){(3~31)...(5 ___"z”)’
au lieu de
S(z)=z5(s—a)(s—0)...(z—h),

de maniére & considérer le polynome le plus général de degré n+1;
désignant ensuite par Z 'une quelconque des quantités 54, 5q, - -,
Zn, e raisonneral sur 'intégrale -

%

[ he—zf’" () ds,

~0

..

qui donnera évidemment toutes celles que nous avons en vue, en
faisant z, = 0. Cela étant, voici la remarque qui m’a ouvert la voie
et conduit 4 la méthode que je vais exposer.

(') Mémoire sur quelques propriétés remarquables des quantilés transcendantes
circulaires et logarithmiques ( Mémoires de ’Acadéeémie des Sciences de Berlin,
année 1761, p. 265). Voir aussi la Note:1V des Eléments de Géomelrie, de Le-
gendre, p. 288.



