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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1951)

QUEIQUES RESULTATS D' BARISH-CHANDRA (%) , I,

par Jacques DIXMIER.

Tous les espaces vectoriels et toutes les algdbres sont sur le oorps complexse.

1. L'algébre enveloppante d'une algébre de Iis.

1. - Soient ¢ une algdbre de Lie, T 1'algdbre tensorielle de l'espace vectom

riel &, I -1'idéal bilatére de T engendré par les
aiﬁaz-a:a@al—[al,az],aleO..,aze a . |

Soit S5 lo sous-espace de T formé des tenseurs symétriques. Alors, T est la
scome directe de 8 et I (non trivial). L'application canonique de T sur A =
T/ I appligue biunivoquement & sur A . En particulier, on peut identifier désor-
mais O € S & un sous-espace de A - ; A o8t engendré par L et 1. D'autre
par toute représentation ¥ de 1'algdbre de Lie €L se prolonge de manidre unique
en une représentation ' de 1'algébre asscciative T , qui s'annule sur les
a,®a, ~a, @2 ~[a , 8], dmc sur I ;alors V' définit par passege au
quotient une représentation Y, de llalgsbre asscciative & ; ¥, est la seu-
le représentation de A prolongeant V ; réciproquement, toute représentation
de 1'algébre associative A Ffournit, par restriction 2 (L, une représentation
de l'algdbre Lie (L . L'algétbre A s'appelle l'algibre enveloppante do O .

2. « Sur 1l'espace vectoriel (I, , introduisons l'unique structure d'algébre de
Lie commutative, L!'idéal I correspondant dans T est 1'idéal epgendré par les
&y @ a, -~ &y, ®a, ; nous le désignerons par I' . Alors, T est la somme directe
de S et I' . Identifions S & llalgébre commutative T/I' : S se trouve muni
d'une structure multiplicative qui en fait 1'algtbre sysmétrique de (I, (algébre
de polynémes). '

Revenons & l'algébre de Lie (L initiale. Soit Yy 1a restriction & S de 1l'appli=-
cation cenonique de T sur 4 . Onavuque Yy estun isomorphisme de 1'espace
S sur 1l'espace A . Mais ¥ n'est pas un isomorphisme d'algébre. On va étudier
les relations entre 1l'algdbre S et l'algébre A .

' (1) HARISH-CHANDRA, ~ On some applications of the universal enveloping algebra of
a semisimple Lie algebra, Trans. Amer. math. Soc., t. 70, 1951, p. 28-96,
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Soit S° 1'ensemble des éléments homogénes de degré © de S . 0na ¢

S* ST'C ST’ ;S est une algdbre gradude. Soit AT = Y (ST) . Nous dirons que
les éléments de AT sont les &léments symetriques homogénes de degre r de A,
L'espace & est la some directe des AT °={M} , et 4= . sait

A = 2%+ ad w4 AT, n voit aisément que Ar est l'ensembls des é&léments

de A qui peuvent s'écrire camme comhinaisons lindsires de produits de r éléments

de L guplus., Done A A, C4

» Ao A est une algébre filtrée par les Ar

rirt *
(nais non graduée par les A *). Un élément a#0 de A sers dit ds degré r si
sa composante symétrique homogdne non nulle de degré meximum est de degré r .
Ainsi, Yy conserve le degré.

Soient s €5, s'&£85, avec (degré de 8) £ v, (degré de s') L r' . Alors,
¥(s) , Yy (s') et y(ss') sont congrus modulo A, 1.y o Rutre expression de ce
résultat ; construisons 1'algsbre graduée B assocife & 1l'algébre filtrée A ;

soit B_ 1'espace Ar/Ar~1 , e B 1la somme directe 30 + By + oo 5 le produit

dans A définit, par passage au quotient, une application bilinéaire de B, x 'Br‘
dgns Br+r' ; d'ol, par lindarité, une aepplicetion bilinésire de B x B dans B ;
autrement dit, B se trouve munie d'une structure d'algdbre, graduée par les B .

I1 y a un isomorphisme cancnique évident de l'espace Br sur l'espace AT done sur
1l'espace s* 3 A'ob wn isomorphisme canonique de l'espace B sur l'espace S, qui
eat aussi un isomorphisme d'algébres.

3. - Soient g une sous-algébre de (L, G 1 sous-algébre ds A engendrée
par g . Soit  G! l'algébre enveloppante de g . Il existe un hamomorphisme de
G' sur G tel que k{?(l) , lf)(g) =g pour geg Soit (gy 5 85 5 =vv 5 &)
une base de. Cl, telle que (g1 s By wen s g ) socit wne base de g ies

By 5 By s vre s By (caloulés dans G'), ot (1, , 15, «er i.) est une suite
1 2 T
croissante (au sens large) d'entiers compris entre 1 et n , forment une base de

1'espace G', et leurs images par \p sont linédairement indépendantes ; done w est
biunivoque. Nous identifierons ddésormais G' & G par 1'1scm0rphlsme ;‘o
Soit lfL une’ sous-algtbre de €L telle que &, = g + f‘ll’L... . Soit

H ¢ A 1l'algdbre enveloppante de | . L'application bilmeaire (g , h) —»gh

de G x H dans A définit une application linésire f§ de G ® H dans A
telle que H(g® h) = gh . On peut supposer Qe g 4 s Bpo s »er s By FTorment wne
base de L . les g, g. ...8. x g, g5, -+ 85 (cu (3, 5 30 9 #0045 3 )estuna suite
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or les g.l gi2 sae gi g gj2 es g. forment une base de A . Done 8 est

u isamorphisme de 1'es1aace vector:.al G@ H sur 1'eSpace A .

2. Représentation des algébres de lLie.

1. = Soient h une algdbre de Lie, H son algébre enveloppante. Soit A 1tene
semble des classes de représentations irréductibles de dimension finde de h .
La représentation nulle steffectuant dans un espace de dimension 1 définit un
élément, 5 de A, soit ¥ une representa‘blon de M dans un espace V . Pour
$ e A, on désigne par V§ l’esPace engendré par les sous-—espaces stables de
V dens lesquels Y induit wie représentation de classe O . Les éldments de
V5 sont les éléments annulés par P ,.encore a.ppelés inverients. Vg est stable

o L
pour ¥ . 83 5 52 s ves 5 & sont des éléments distincts de A , il existe
h €H tel que v(h) se réduise a 1 dans Vé‘ & 0 dans les VJ,i?l;
i
il en résulte que la scume Evs est d:.recte.

Si W est un scus-espace steble de V, on a sz =Vg O . Soient dlautre part
v —3v" 1lapplication canonique de V sur V* = VA , ot ¥* 1la représentation
induite par ¥ dans V¥ . Si vevs,onave(V)s done (V)JD(VS)
Si de plus V _EVS , ona V =g )", donc, 1a sonmxe}:'(‘f )g étant directe,

™)., = (v
() = (v )*

51 V= Z: vF est une decomposltlon de V en somme directe de sous-espa.ces
stables pou:r Y ,oea Vé- _Z(V nV) Zv“)5 '

81 v €& ZV s le sous-espace W = V(H)v est de dimension finie. Récipro-

quement. si W est de dimension finie, et 81 i’L est semi-gimple, on & v€ ZVS
en effet, W, qui est stable pour P , est compldtement réductible.

2, Soit S € A , et )’g une représentation de classe § dans un espace Ug.
La représentation ¥ 8 = (1) S) qui s'effectue dans l'espace Ug dusl de
U<5 , définit un élément eg de A + Ceci posé, considérons, dens W=V & U o
1 a

a representatlon vels+l @))8. . Soit uw, , u, , w0, U, ne base de Ug* .
Alors, si w = ; 3 @ u € Wg » le sous-espace ‘{‘ de 'V engendré par les
v; ©st stable, et ¥ induit dans V' wme représentation de classe 4 , ou bien

V! = 0 ., Réciproquement, si ¥ induit dans un sous-espace stable V' de V une
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Séminaire BOURBAKT o 442-01
26e année, 1973/74, n® 442 Février 1974

CARACTERISATION D'ESPACES DE FONCTIONS
ATALYTIQUES ET NCF QUASI-ANALYTIQUES SUR UNE VARIETE A BORD

(d'aprés M. BAOUENDI et C. GOULAOUIC]

par Serge ALINHAC

Introduction

_ Les résultats présentés ici précigent la structure de certains espaces de
fonctions régulidres sur un ouvert & bord (O , ou plus généralement sur une variété

enalytique réelle A bord convensble.

Ces espaces sont d.(ﬁ) (1'espace des fonctions indéfiniment différentisbles
jusqu'aw bord de Q ), f1() (1'espace des fonctions analytiques jusqu'au bord)
ou des espaces intermédiaires non quasi-analytiques notés Jﬂg(ﬁ) {s21) ; ils

seront définis plﬁs loin.

On parvient & caractériser une fonction f d'un de ces espaces par des pro-
priétés de ls suite des itérés AYf (i e®), o L est un opérateur différentiel

bien choisi, 116 & la géométrie de 1'ouvert ou de la variété.’

Cele permet de montrer gque ces especes sont isomorphes & des espaces de sui-

tes, et de donner diverses sapplicstions.

Des résultats analogues avaient déja été obtenus pour une variété sans bord -
(ef. [2]) et un opérateur A elliptique. L'originalité au présent traveil est le

choix judicieux de A , autorisent le "traitement du bord”.

I. Généralités et rappels de gquelques résultats anciens

Ces résulitats, comme ceux qui sont présentés plus loin, sont de deux ordres @

un résuliet de régulsrité locale "& 1l'intérieur", et une "propriété d'itérés".

Considérons un cuvert 0 C R° , et & un opérateur différentiel elliptique

d'ordre deux & coefficients analytiques dans 1 . On a glors la
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PROPOSITION I.1.- Soit £ € € () une fomction telle que Af € _AG) . Alors

£ e @) .
La "propriété 4'itérés" est le suivante :

PROPOSTIZION 1.2.~ Soit £ ¢ d’(n) telle que, pour tout compact K<, il existe
une constante M> O avec : Yiem, [ate] 5 8 Ml+1(2i)! . Alors
(k)

£ e.afa) .

La proposition I.1 est bien connue {cf. per exemple Pefrovski) ; la proposi=
tion I.2 & été établie d'abord per Aronszajn pour A& = A (Laplecien usuel), puis
en géﬁéral par Koteke et Narssimhan [2]. Les résultets préseﬁts généralisent les

.propositions I.1 et 1.2 au cas d'un ocuvert "& bord", ou méme "k coins cubiques"

{cf. Hanouzet [3]).

IT. Le probléme du boréd et la forme des opérateurs A choisis

Soient Q un ouvert borné régulier, N C R , et £ une fonction,
o .
fec() .

Notre premier but est d'obtenir, pour un cpérateur A convensble, un résul-

tat du type @
ar ¢ @B = e .

On imposers que & soit elliptique en tout point de G , afin 4'obtenir
if ¢ @0} = £ ¢ A7) . Féanmoins, si l'on choisit, par exemple, & = A_, on
devr; imposer dé plus f]an € ﬁi(an) , faute de quoi AL pourrs étre analytique
jusqu'au bord de Q sans que f  le soit. .

Il convient donc d'éliminer cette condition supplémentaire de trace sur 230 .

A cet effet, on peut regarder le variété a bord i comme image d'une veriété

seans bord YV par une certaine applicetion, et voir si certains opérateurs ellip-
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tiques sur V "descendent® sur {I . Donnons deux exemples de ce procédé :

.

Exemple 1.- Soient 52 le sphére unité de RS. y et p: S2 = [-1,#1] 1'appli-
cation restriction & SE de la projectibn (x,y,2) == = . On vérifie qﬁe le
Leplacien &, de la sphtre se projette par p en 1'opérateur différentiel

L= E% (1 - t2) Eétn . On nomme 1'opérateur L T"opérateur de Legendre".

Exemple 2.- Soient = R2 le plan véel et p : ¢ — R+ ‘1'application définie

2, 2 3% 2R
par (z,y) +— t =2+ y . Le Leplacien A = -t = se projette par p en
ox 3y
1topérateur 4 L t L de R, .
. at +

at
On est donc conduit & cheisir pour 4. une "dégénérescence au voisinage du

: o4 d
d — _ & =0,
bord 3Q 'd.u type de celle de it t 3f Pres de t

D'une fagon précise, on feres 1'hypothise

(H,) Au voisinage de tout point du bord 30 , 1'opérateur A s'écrii dans les
1 .
coordonndes locales (:;,y) (avec (x,y) appartenant i un voisinage V de O
-n . '
dens R+ ) ) .
L= D yD > -’b“]j; y cpniyny .
. ey MER |
Cela signifie que toute dérivation normale su bord présente dans A Vdégé-
nére" sur le bord. On impose en revanche gue les termes de dérivations tangen-

tielles se maintiennent sur le bord, et y counstituent un opérateur elliptique.

C'est, pour 1l'essentiel, le sens de la seconde hypothése faite sur A :

(32) I1 existe une constente C > O telle que, pour tout wu € D(V) , cn eit
1'inégelité & priori

Slull , )

E: wu CU Bl -
I P 20

E°(RY)  |af=2 )

+ + +
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Séminaire BOURBAKT ~ 458-01
27e anmée, 1974/75, n°® 458 Novembre 1974

COHOMOLOGIE DES QUVERTS DE L'ESPACE PROJECTIF

SUR UN CORPS DE CARACTERTSTIQUE ZERO
[dtaprés 4. 0QUS]

par Iucien SZPIRD

0. Présentation

Soit V un sous~schéms fermé de 1'espace projectif P; s ol k eat un corps

de ceractéristique zéro. Il g'agit ici de compsrer les différents groupes de coho-

k

singulidre de P = PE y un thécréme de Lefschetrm assure.que :

'a) H(P,Z) - EYNV,Z) estun isomerphisme si i< dim V 3

. P n ' A :
mologie mssociés & V et & [P . Par exempie, si V est une hypersurface non

b) si .nz3, alors 'rr1(V)2O ;
c) si nz4 , Pic(P) = Pic(V) est un isomorphisme.

Ce théoréme a été généralisé par W. Barth [2] en 1970 & des sous—variétés,éui

ne sont plus forcément intersection complidte.

THEOREME (W. Barth [2]).- Soit V une sous-variété non singulidre, de dimension

d ’.EE P = PE s E&EEE lHi(P, c) - Hi(v, c) est un isomorphisme pour. i < 2d-nr
Notons gue la conclusion n'est non vide que si d = n/2 .51 4 % n/2 s On
obtient le théoréme de la dimension des intersections. Si d=n - 1, on est de
nouvesu en présence du théordme de Lefschets avec ceefficients dans C.. Le pre-
mier cas intéressant est d =% et n =5 . On voit ainsi qu'une variété abélienne
de &imension 3 =n'est pas plongeable dans P . Cet énoneé peut se déduire d'un
caleul aisé des classes de Chera du faiscesu normal & une telle variété. Clast
cette idée qui est utilisée dans un récent travail de 4. Holme.[10}. I1 donne une
condition nécessaire et suffisante, pour gqu'une sous—varidté lisse de PN reste
lisse quand on la projette dans e » n< W, Cette condition s'exprime par 1'annu-~

lation de polyndmes universels en les classes de Chern de la variété considérée.
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Remarquons que R. Eertshorne a donné dans (7] une démonstration élégante et
courte du théordme de W. Barth comme corollaire du théordme, dit difficile, de

S, Lefschetz. D'autre part, larsen, utilisant la wéthode de W. Barth, montre 1le

méme résultat pour la cohomologie entidre [12].

Nous présentors ici une démonstration purement algébrique du théordme de
W. Barth due A A. Ogus. Le méthode utilisée a entre autres avantages, celui 4'obte-
‘nir le rdsultat pour les variétés localement intersection compldte (et non plus
lisse) et de Prouver, au passage, une conjscture 03] ara. Grothendieck
les groupes Hi(P—‘V, F) sont des espaces vectoriels de dimension finie
sur k , pour tout faiscesu cohérent_ P sur P et tout

i plus grend ou
épal & codim(V) .

En fait, on réussit a comparer les différents groupes suivanis :

(i) eohomologie de De Rham de ¥ ;

(ii) cohomelogie des faiscesux cohérents sur P -V ;

(iii) cohomeclogie des Taisceaux cohérents sur le complété formel P gs P le
leng de V

(iv) cohomologie de 1'ouvert correspondant du apectre de 1'anpeay local du

sommet du clne au-dessus de P .

Rappelons : tout ici sera de caractéristique méro, en particulier, les appli-
cations que nous donnerons sux groupes de Poincaré et de Picard ne seront valahles

que dans ce cadre. (Cf. 1'exposé n° 453 de J.-F. Bouto: dans le présent séminaire.)

Le lecteur averti verra, tant dans la présentation gque dans les développements,
1'influence de R. Hartshorne. Ce texte doit beaucoup 3 deux de ses éerits "semi-
pirates™ (7], (8].

i. Le théordme de finitude

Nous donnons ici 1a démonstration du théorime de’ finitude, inveoqué plus haut
et précisé pius bas. On ne s'étonnera pas que dans la preuve d'un tel théordme on
utilise beaucoup de dualitds : le Principe sous-jacent étant qu'un espace vectoriel,
sur un corps, est de dimension finie, si ef seulement si, il est canoniquement

isomorphe & son hidual-
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1.1 Enoncé projectif et énoncé local

THEOREME 4 (A. Ogus).- Soit R = k{[X1,...,Xh]} n amneau de séries formellss de

dimension n sur un cerps de caractéristique nulle. Soit ¥ un iddel de R .

It

1'idénl maximal de R ,
SPBC(R} s U=X - {m] :
Spec(B/I) , ¥ =Y - {m}

Nous posons :

¥

il

Supposons que V soit lécalement intersection complite dans U de pure codimen-

sion d . Alors (M) est un B-module artinien pour tout R-module de type
Blon asors P

fini M ét pour tout i3> 4 .

Cn a le méme théordme si R est seulement un enneauy local régulier d'dquica-
ractéristique zméro. Par prassage & 1'anneau local du sommet -du cBne, on obtient

1l'énoncé suivant :

THEGREME 1' - Soit ¥V un sous-schéma fermé de 1l'espece projectif P = EE sur

un corps de caractéristique zéro. Supposons que V  soit localement intersection

compléte et puremert de codimension d . Adlors, pour tout faisceau cohérent _?

sur P, on g :

(a)  aim (B P-7,F)) <= sioiza g
() E'P-v, () =0 iV 0 et ixad.

O verra que 1'énoncé local est trés utile, dans le cas projectif, pour savoir
ce qui se passe avec les annesux locaux des points de V . Le reste de ce paragre-

phe est dévolu & la démonstration du théoréme 1.

o

1.2 Traduction en termes%de schémas formels [14](

‘Par deflnitlon, Hi(R) = %ip.Ext (R/ﬁs R) . Par dualitd locale, on a :

“;’\

Hom(H&(R) E) = 11m Hn R/& ) est 1'enveloppe injective du corps

résiduel de R. [Rappelon.s que Eon(- , “*ﬂ,?m » k) sur les modules de longueur

finie.] .

On reconnalt & drOltE de 1'égalité 1a cohomclogiévlocale Gu complété formel de X
e .,

P
o . ﬁ"'-.. -
v



