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1. Enoncé du théoréme et schéma de démonstration. Soit # un
entier =2, et soit G(n)=SL(n, Z). Si ¢ est un entier =1, nous
noterons Gg(n) le noyau de I'homomorphisme canonique

SL(n, Z) — SL(n, Z/qZ).

Un sous-groupe de G(n) est appélé un sous-groupe de congruence s'il
contient I'un des G,(#). Un tel sous-groupe est évidemment d'indice
“fini dans G{n). Réciproquement:

TrEOREME 1. Si =3, tout sous-groupe d'indice fini de SL(n, Z) est
un groupe de congruence

.l

(Pour n=2, il est bien connu que I'énoncé analogue est faux.)

Soit G(n) (resp. 4 (n)) le complété de G(n) pour la topologie des
sous-groupes d’indice fini (resp. des sous-groupes de congruence). Les
groupes G(n) et A (n) sont des groupes profinis, cf. [4]. On notera que,
d'aprés le théordme d’approximation dans le groupe SL,, le groupe
A(n) s'identifie au produit des groupes SL(n, Z,), pour tous les
nombres premiers p {on note Z, 'anneau des entiers p-adiques). Il
est clair que 4 (#) ¢’identifie au quotient de G(») par un sous-groupe
distingué fermé C(xn). La suite exacte correspondante:

1-C(n) — Gn) — A(n) — 1

sera notée (X,). Le Théoréme 1 équivaut & dire que C(n)=1 pour n = 3.

L'étude des groupes C{n) utilise la méthode de “suspension” de
{1]. De fagon précise, soit S: G(n)—G(n+1) 'homomorphisme défini
par la formule:

S() = (z ‘1]) % E G(n).

Cet homomorphisme se prolonge par continuité en un homomor-
phisme (encore noté S) de la suite exacte (X,) dans la suite exacte
(Xa41); en particulier, S: C(#n)—C(n-+1) est bien défini.

I (Note ajoutée le 27 novembre 1963.) Nous apprenons que le théorgme 1 a été
également démontré par J. Mennicke; sa démonstration doit paraltre dans les Ann,
of Math.
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Les trois propriétés suivantes seront démontrées dans les n°s 2 et 3:
(1) Pour nz3, I'homomorphisme S: C(n—1)—C(n) est surjectif.
(2) Pour nz3, C(n) est contenu dans le centre de G(n).

(3) Ona H(A(2), Q/2Z)=Z/12Z et H*(A(2), ©/2Z)=0. (Il s'agit
ici de cochomologie des groupes profinis, cf. [4, Chap. I}; de plus, le
groupe 4(2) opere trivialement sur le groupe de coefficients Q/Z.)

Montrons comment ces propriétés entrainent le Théoréme 1:

La suite spectrale des extensions de groupes, appliquée 4 (X;) et au
groupe de coefficients I= Q/Z, donne la suite exacte:

0— HY(A(2), I) = BY(G?2), I) — HY(C(2), NA® — HYA(2), I).

D’aprés (3), on a HYW(A(2), I)=2Z/12Z, D’autre part, le groupe
CHYG(2), I) s'identifie 3 Hom(G(2), I), qui est aussi cyclique d’'ordre
12 (cela se voit, par exemple, sur la présentation standard de G(2)
au moyen de deux générateurs x, ¥ liés par les relations x4 =1, x?=1y%).
I1 suit de 1& que H*(A4(2), ) —HY(G(2), I) est bijectif. La suite exacte
écrite plus haut, jointe & la propriété (3), montre alors que
HYC(2), 4™ =0. Mais ce groupe est dual du quotient C(2)/D(2),
ol D(2) désigne I'adhérence du groupe de commutateurs (G(2), C(2)).
" Ainsi, (G(2), C(2)) est dense dans C(2). La propriété (1), appliquée
au cas #==3, montre alors que (S(G(2)), C(3)) est dense dans C(3);
d’aprés la propriété (2), on a donc C(3)=1, d'ott C(xn)=1 pour tout
nz3 d'aprés la propriété (1).

2. Démonstration des propriétés (1) et (2). Soit R un anneau
commutatif, et soit M un R-module. Un élément xE M est dit uni-
modulaire s'il existe une forme lindaire f sur M telle que f(x)=1.

LeEMME 1. Sott x= (%1, + + +, Xn) un élément unimodulaire de R™, Si
 DPannean R est semi-local, il existe une famille (2, - + + , Ym) d'éléments
de R telle que x1+vaxat + + - +Vun S0t inversible dans R.

Quitte & diviser par le radical de R, on peut supposer que R est
semi-simple; dans ce cas, c¢’est un composé direct de corps commu-
tatifs, et le lemme est immédiat.

Rappelons d’autre part qu'une matrice carrée s&M,(Z) est dite
élémentaire si elle est de la forme s=1+aE,, avec i7#j, a©Z. Du
fait que Z est un anneau euclidien, le groupe engendré par les matrices
élémentaires est égal & SL(n, Z)=G(n). Pour tout entier g2 1, nous
noterons E(n) le sous-groupe distingué de G(n) engendré par les
matrices élémentaires appartenant & G4(n), autrement dit de la forme
14aE;;, avec 155, aSqZ.

LEMME 2. Soient x=(x1, -+ -, %) et ' ={x{, - -+, %!} deux &lé-
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ments de Z*. Soit I une partie de [1, n] telle que x;=x! pour i€1, et
soit a Vidéal de Z engendré par les xi, 1< 1. Supposons que l'on ait

xf = x; mod.ga - pour lout j & I.
Il existe alors SCE(n) qui transforme x en «'.

Par hypothise, on a %/ =x;-+ 2 ser g%, avec {y&Z. On prend
alors pour s le produit des matrices 1-¢¢;;E5, pour tous les couples
(i, 7) tels que 1E1, jeE 1,

PRrOPOSITION 1. Supposons n=3, et q=1. Sotent a=(ay, * + + , @n) et
a'=(af, -, a)) deux éléments unimodulaires de Z* lels que
a=a’ mod. q. Il existe alors sC E(n) qui transforme a en o',

11 est clair que le groupe E{{n)=G(xn) optre transitivement sur
I'ensemble des éléments unimodulaires de Z”. On peut donc supposer
que @' est égal au vecteur coordounée e;=(1, 0, - -, 0) et que
g>1. Posons a;=1—7, avec r&qZ. L'image de (g, ras, - - -, 7a,)
dans le (Z/a1Z)-module (Z/a:Z)*' est unimodulaire. Comme
Z/mZ est semi-local, le Lemme 1 montre qu'il existe des entiers
s, -+ +, i, tels que 'élément b =a2+ Ziaa Lira; soit inversible mod. a,.
© En appliquant le Lemme 2 avec I={3, ], on voit qu'il existe
S1EE (n) tel que si(a) soit égal & I'élément ¢’= (a1, b, as, < » *, @a).
Comme g, et b sont premiers entre eux, le Lemme 2 (appliqué avec
I'={1, 2] cette fois) montre qu'il existe ;& E,(n) transformant ¢’ en
g’ =(ay, b, 7,0, - -, 0). Soit maintenant 6 I'élément de SL(#, Z) qui
laisse fixes les vecteurs coordonnées e; (¢743) et transforme g en
es-e. On a fe=ey, et o’ =(1, 8, 7,0, -, 0). Le Lemme 2, ap-
pliqué avec I= {1}, montre qu'il existe s E,(n) transformant fa’’
en ;. L'élément 6 1s:0- 5551 transforme alors @ en ¢, ce qui achéve de
démontrer la proposition.

COROLLAIRE 1. Pour n=3, G (n)=E(n) Gy(n—1).

(On convient d'identifier G(#—1) & un sous-groupe de G(u) au
moyen de 'homomorphisme de suspension .5.)

Soit {EG,(n). On peut appliquer la Proposition 1 aux éléments
en=1(0, - -+, 0, 1) et t(e,) de Z7; il existe donc sCE.(n) tel que
st(e,) = e,. La matrice de st est de la forme

()

x 1/

avec AEG(n—1) et xEg2Zr 1. Soit y=—wxA~1; en multipliant 2
gauche
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(D= G0
G )

qui appartient & G,(z—1). Comme on a évidemment

(¢ 9eso

cela montre bien que ¢ appartient & E,(n) G (n—1).
COROLLAIRE 2. Pour n23, on a (G(n), Go(n)) CE(n).

Il suffit de prouver que, si &G {n), et si ¢ est élémentaire, le
commutateur (s, ) =s% 1s{ appartient & E,(»n). Aprés conjugaison,
on peut supposer ¢ de la forme

(- )
x 1

avec x& Z*1; le Corollaire 1 montre qu'on peut d'autre part sup-

avec 4 EG(n—1). On a alors:

() = (x(l 1— 4) (1))

et il est immédiat que cet élément appartient & E,(n).

on obtient

COROLLAIRE 3. Pour n=3, les sous-groupes E (n) sont d'indice fint
dans G(n).

On utilise le lemme suivant, qui est bien connu:

LeMME 3. Soit 1-H—G—a—1 une suite exacte de groupes. Si w et
G/(G, G) sont finis, G/(G, H) l'est aussi.

(Rappelons la démonstration: il suffit de prouver que H/(G, H) est
fini; cela résulte de la suite exacte:

Hy(r, Z) — H/(G, H) — G/(G, G),
et du fait que Hy(mr, Z) est fini.)
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En appliquant ce lemme au groupe G=G(n), et au sous-groupe
distingué H =G (n), on voit que (G(n), G4(n)) est d’indice fini dans
G(n), et il en est donc de méme de B (n), d'aprés le Corollaire 2.

Démonstration des propriéiés (1) ef (2) du n°l. Soit n 2 3. Soit H un
sous-groupe d’indice fini de G(#); il existe un sous-groupe distingué
H’ d'indice fini dans G(») qui est contenu dans H (par exemple
I'intersection des conjugués de H). Si ¢=(G: H'), on a E(n) CH',
puisque E,(n) est engendré par des puissances ¢ idmes, Ce résultat,
joint au Corollaire 3 ci-dessus, montre que les E(n) sont cofinaux
parmi les sous-groupes d'indice fini de G(u). Cela nous permet
d’écrire:

G(n) = lim. proj. Gn)/Ey(n),  A(n) = lim. proj. G(n)/Gy(n),
d’olt:
C(n} = lim. proj. G,(n)/Eq(n).
Les propriétés (1) et (2) sont alors conséquences immédiates des
Corollaires 1 et 2, respectivement.

3. Cohomologie des groupes SL(2, Z,). Posons, pour simplifier les
notations:
G, = SL(2, Z,), I=0/Z I, = Gh/Z,.

Le groupe A(2) est produit des groupes G,. On en conclut facilement
que la propriété (3) du n°l est conséquence de la proposition plus
précise suivante:

PROPOSITION 2. (a) On @ HYG,, I)=2Z/4Z, HYGs, I)=Z/3Z &t
HNG,, I)=0 pour p=5.
(b) On a HYG,, I)=0 pour tout p.

Soit V le groupe des commutateurs de G, C'est un sous-groupe
ouvert de G,. L'assertion (a) équivaut & dire que G,/ V est isomorphe
4 Z/AZ pour p=2, Z/3Z pour p=3, et est trivial pour p=3, ce qui
se vérifie sans difficultés.

Pour prouver (b), il suffit de voir que H*(Gp, I1})=0 pour tout
nombre premier L Or, si I, les I-groupes de Sylow de G, sont iso-
morphes & ceux de SL(2, F,), et sont cycliques finis (ou quaternioniens
si 1=2); leur deuxitme groupe de cohomologie 2 valeurs dans [; est
donc nul, et 'on a a foritori H*(G,, I;) =0. Reste donc & prouver gue

HYGy, I) =0. |

LeEMME 4. On ¢ H(V, I,)=0.

La suite spectrale des extensions de groupes donne la suite exacte:
0 HYG,/V, I;) = HYGy, I,) = HYG,/V, HV, 1)) = HXG,/V, I).
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SOMMES PARTIELLES DES SERIES DE FOURIER

d'aprés L, CARLESON

par Jean-Pierre KAHANE

Histoire du probléme

. h P . o .
A toute fonction f e L (M%) on associe sa série de Fourier

P inx .
(1) _Z fe .

Les "sommes partielles" de (1) sont les

T imx
(2) 5 (x,£) = J £ e .
-
f étant donnée, est-il vrai que Sn(x,f) tende vers f(x)} en tout point x, resp. en

presque tout point x, resp. en un point x &au moins ?

Ce probléme avait déjd €té posé par Fourier. Pour en mesurer la difficulté,
voici d'sbord quelques résultats négatifa,

1, Il existe yne f continue dont la série de Fourier diverge en un point
(du Bois Reymond 1876 ; exemple classique, Fejer 1911)

2, I1 existe une f sommable dont la série de Fourier diverge presque partout
(Kolmogoroff 1923).

3. Il existe une f sommable dont ln série de Fourier diverge partout
(Kolmogoroff 1926).

4, Etant donné un ensemble E de mesure nulle, il existe une £ continue

dont la série de Fourier diverge sur E (Kehane-Katznelson 1965).

Aucun de ces exemples n'exclut l'hypothése que, pour p » 1, toute f ¢ P
ait sa série de Fourier convergente presque partout. Pour p = 2, c'était 14

1'hypothése de Lusin.

4N
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Ih feit, le comportement presque partout des sommes partielles {(2) lorséue
he! s . - o ! .
Tel” a 8té 1'objet d'études sérieuses, En 1965, les meilleurs résultats connus
étaient les suivants :
1

1. 8i f el , Sn(x,f) = o(leg n) p.p. (Hardy )
. 2
2, i f el”, Sn(x,f) = o{/log n) p.p. (Kolmogoroff-Seliverstoff
1925, Plessner 1926).
1. si reif 5 (x,£) = of( /e ittlew
. 0 (% o((log n)™'*) p.p. (Littlewood~Paley 1931).

Le cohérence de ces résultats et la grande difficulté du dernier aveient fait
penser aux spécialistes qu'ils étaient vraisemblablement les meilleurs possibles.
D'olt un scepticisme, justifié jusqu'il y a quelgues mois, & 1'égard des démons-

trations proposées de l'hypothése de Lusin,

Ld s'inserivent les résultats de Carleson :

. + 8 .
1, 51 f(log IrI)1+ e Lt (6 > 0), Sn(x,f) = o(log log n) p.p.

2.8 felP (p>1), §,(x,£) = o(log log log n) p.ps
. 2

3.8 fel, Sn(x,f) est convergente p.p.

Quoique le manuscrit de Carleson soit mssez court (37 pages), les démons-
trations sont ardues ; on se borners ici & domner une idée assez compléte de
celle du premier résultat, et trés pertielle de celle du dernier. Les estimations
en o résultent trés facilement d'estimations en 0, et la convergence d'une es-
timation en ©O{l) ; il s'sgira done d'cbtenir pour Sn{x,f) des estimetions en O

hors d'un ensenble de mesure petite,

Le dernier résultat de Carleson est définitif : pour cheque p > 2, les ensembles
de divergence des f ¢ I¥ sont exactement les ensembles de mesure nulle ; il en est

de méme pour les fonctions continues. Les principaux probleémes qui restent sont les
suivants :
1. Est~il vrai que pour toute f € } on ait Sn(x,f) = o(log log n} p.p. 7
2. Est-il vrai que pour toute f e F (p » 1} 1la série de Fourier converge

Debe ?
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La méthode de Carleson

Au lieu d'&tudier les sommes partielles (2), on peut étudier
A s

f e

m

Hr-18

ou aussi bien la transformée de Hilbert de f{x)e ">, Pour simplifier, on

suppose f réelle, ce qui permet de prendre n » 0. On prolonge f par pério=

dicité et on pose

2 -int

(3) s{x,n) =j, . -ﬂli—ft—n at  (x e [=-m,7]),
-2n

8i s(x,n) = O(Wn}, on a aussi Sn(x,f) = O(Wn).

Plus généralement, pour un sous-intervalle w  de [_-21r,21r]. on pose

~int
(%) s(x,n,w*) ?f -i;(-:-’?)%-:-n—- at .
m‘."

Dans la syite, la longueur de w  sere de la forme
}m*l = b4n,279
s - . ' 5 a . J=1
Si n|w | est multiple de 2r, c'est-d-dire n multiple de 2977,
Ll

on dit que n est adapté & o .

Lorsque x est plus prés du milieu de w que des extrémités on dit que x

. . . At . »*
est strictement intérieur & w , ou qué w entoure x. Dans ce cas, (4) est
~int ..
, convenablement définie.

majoré par la transformée de Hilbert maximale de f(t)e

Cette derniére remarque ne sera utilisée que pour n = 0, et tous nos efforts vont
tendre & nous remener, par étapes, & ce cas.
Na- N

1 ]' .

On commence par se donner un entier N, et on se restreint sux n e [2 +2

Pn définit (et c'est trés laborieux) un ensemble exceptionnel }CC[-w,w]. Pour

x £ X, on définit une suite finie de couples (n:j ,m;) de sorte que
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L,
1°) o =n, W= -2v,2m
L] L] L
2°) ws (::wj-l , et ws entoure x (Jj = 1,2,...)

3%) B soit adapté A d; {(j=1,2,..4)

4°) le dernier des n, soit nul, soit n, = 0.

Pour majorer s{x,n), on &crit

* L
S{X . . = . . N
( ,nJ,mJ ) s(x,nJ,uJH_ ) + RJ(x)

(5)

in.x in. .x

»* +1 >
e Y s(x,nj,mj+l )=e 1 s(x'n5+l’?j+1 )+ Sj(x)
et par conséquent
v=l -,
(6) [s(xen)| & I (IR (x){#]5.(x)]) + |8 (x,0,u )]
. i=0 J d v

On s'efforce simultanément de rendre la mesure de X petite et le second
membre de (6) pas trop grand.

Ce schéma vasut pour les trois théorémes de Carlesocn. C'est la définition de
X qui change d'un cas & 1'autre. On ve domner la construction de X dans le

premier cas (en se restreignant, pour simplifier, & f € Lp, P> 1) et obtenir l'es-
timation en 0{log log n). Puis on indiquera les id€es nouvelles qui permettent

de conclure dans le ces f e L2.

Les principaux lemmes.

s 5
Lemme 1, Soit f € Ll(d'). ¥ un point strictement intérieur & w . En
. " .
désignant génériquement par o un sous-intervalle de w qui entoure x, la

L
mesure de l'ensenble des x € w  tels que

f‘t!
(1) s?p |J; e & | > A

tend vers zéro guand Al > @,

Classique (Zygmmd I, p. 279).
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Lemme 2. Soit E¢ Lw(m*) , ¢t 0 comme ci~dessus, La mesure de l'ensemble T

L.
des x e w tels que

(8) sup | | . —(—LE_: atf > Al[E ],
o wNg
satisfait &
(9) mes T < C et ||

( ¢ désigne une constante absolue grande, et c une constante absolue petite ;
on pourra éventuellement les modifier, d'une formule & l'autre, pour que toutes

les inégalités dE€jd écrites soient valables),

C'est un théordme du type maximal de Hardy-Littlewood {Zygmnd I, p. 155},

Lemme 3, Soit 0 un partage de @ en sous-intervalles W Soit T

le milieu de w_ , et ‘
x 2

[w ]

K .
Xed .

(10)  a(x) =§ 5

(xt )2t |

Le mesure de l'ensemble V des X e o tels que
(11) a(x) >

satisfait &

=-CA I m‘“‘[ . .

(12) mes V<Ce
Carleson donne une preuve assez simple, utilisant le fait que, pour toute

fonection sommeble g on &

j’A(x)g(x)dx =7 Ziwxlg(tx,lm'cl) ’

g{x,y) désignant le prolongement harmonique de g dans le demi-plan y > O.
Lemme 4. Soit @ un intervalle, et ¢ € I.l('uT). {n pose

B
(13} y(u,¢) = v(a) =-[%|- sup ‘J ¢l{t)at|

o,Bed Ja
a) pour toute fonction g & variation bornée sur &, on a

(W) 37| 5# sel < o(® (V(g) + min |a(s)])

tew
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Séminaire BOURBAKI
(Décombre 1958)

L'HOMOTOPIE STABIE DES GROUPES CLASSIQUES D'APRES R BOTT. APPLICATIONS
par Michsl A. KERVAIRE

1. Ls théoréme do suspension.
Soient M une variété de Riemann compacte comnexede classe C© et = {P,Q) un

couple de points sur M . On désignera par 'QI*M 1l'ensemble des arcs différen-
tiables par morceaux, joignent P & Q sur M, paramétrisés entre 0O et 1 pro-
portionnellement & la longueur d'arc et muni de la métrique

f‘(c y of) =max dle(t) , o'{t)] + [T(c) ~ T{c*)] .

1 meximum étant pris sur t€ [0, 1] (d, distance sur M ; J(c) , longueur de
e)e ,

A tout segment de géoddsique s e Q']"‘ M est attaché un index 7A(s) défini
comme suit (cf. [3], proposition 3.2) : Un champ p de vecteurs tengents & M le
long de 8 est dit "de ﬂJa.cobi" g'll satisfait & 1l'équation différentielle de
Jacobi Dﬁ 7“‘ + R;B's * 97 2 =0 (Di , dérivée covariante seconde 1z long de S)g
Soit AS(X) s pour X un point de 8 , 1l'espace vectoriel des champs de Jacobi
gur 8 qui s'anmulent en P et X . On pose A(s) =EJ( dim AS(X) , ou la
sommation s'étend A tous les X€s, X#P, Q ., (Cotte somme est finie car
dim AS(I) =0, 81 X n'est pas conjugué de P).

Soit alors Ip. | e plus petit index positif des géodésiques de .Ql* M.

(]N =0 8'il n'existe pas de géodésique d'index positif).
Soit MHCQHM une composante connexe du sous-espace des géodésiques de lon-

gueur nminimale. On a le

4 ~
THEOREME 1. - Si M est un espace symétriqua, alors

10 MY est également un espacs symétrique ;

20 lvinclusion £ 1 M' — —QI.IM induit un iscmorphisme

£,1 ’rrk(Mf') - T\'k(n.IJl M)

pour O0<k <]Pf =1 et un épimorphisme pour k = |,L| w1,
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NOTE, = Q'\" M n'a pas en général le mdme type d'homotople que l'espace des
lacets sur M muni de 1a topologie de la convergence compacte. Ces deux espaces
ont cependant des groupes d‘homctopis Llsomorphes. En particulier,

LACTLEL

n+l
FEXEMPLES. - Soient M =8 st p= » @) un couple de points antipodiques,

n
W =8 et £, 1 W EY) > T (O sn"l) 2 0, 6" ) est 1a suspension do

Freudenthal. On voit facilement qu'une géodésique de longueur (2m + 1)av »
Joignant P 4 Q, a pour indexe 2m . Donc lt\l =2n et f . ©st un isomorphisme

pour k £2n - 2 et un épimorphisme pour k =2n -1 ,

Soit M=U(20) , P=E la matrice unité dans U(2n) et Q=~E . Les géodé~

N

siques de longueur minimale sont données par X.s(t) ot , Ol

-1
i tEnxei.n’tEn, E  étant la motrice unité & n lignes et n

s(t) =8
colonnes. Liensemble MM (n= (P, Q) de ces géodésiques est homdomorphe 3 la
grassmannienne U(2n)/U(n) x U(n) et |A| =2n + 2 . En possant 2 1a limite

(n —> ™) , on obtient Tfk(BU) = ka+1 (U) powr tout k ; comme T O ?T'k(Bu)

par la sulte examcte d'homotopie de la fibretion classifiante, on a
T(k_l () = 'n’m () pour tout k . On sait que @ =0, mo=Ez.

L'application 8 fois itérde du théorime 1, en partsnt de M = S0(16n) fournit
la période 8 pour les groupes 4'homotople stables du groupe orthogonal et la
relation I (s0) =X L) {5p} « On obtient également, entre autres, 1'iscmorphisme
v, (so/u) = Wk-bl (so) , donc en particulier ‘i‘f4n_1 (80/1) __ﬂ_zbn ’ bn =2 ou 1

sulvant qus n est pair ou impair, résultat qui sera utilisé au n® 3.

Esquisse de la démonstration du théoréme l.--~ M étant tout dlabord une variété
de Riemann compacte connexe quelcongue, soit -Q‘? M le sous-espoce de Qt\M
caractérisé par J(c) <a . On démontre que .ﬂ.?‘ M & la m8me typs d'homotopis que
le sous~egpace T de Ne=MxMx e x M (n fois) défini par

={x (:‘Nlé(x)&b},oﬁ §(3)=Zn[:d(x ,xi+1)]2, Xy =P, x-h.,.l“_'qt

n est assez grand pour quen/V{Vn * ) <§ = 1onguaur elementaire sur M, et

= a /{n+ 1) « Une homotople dquivalence ¢ O M —>N° est dornde par
0((0) = c('bl) 3 oven g c(tn)‘ » avec t, = i/(n+ 1) . L'application invarse (2 1thomo-
topie prés) est domnée par P (x) = polygbue géodésique [PxJ[x%,] ... [xQl.
{Deux points dont la distance est inférieurs & P sont extrémités d'un segment
de géodésique unique qui varie continliment avec ses extrémités).
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On constate qus x est critique pour ¢ si et sculement si x = (s) , Ou
8 Eﬁlna M est un segment de géodésique.

De plus, 81 x = x(s) , le corong de la hessienns Hy de ¥ on x vaut
dim I\S(Q) ; Ltindex de Hp en x vaut A(s) . (Cf. M. MORSE {15], chapitre III,.
Théorémes 6.1 et 6.2 respectiveuent).

51 M est en outre symdtrique (M = G/K y G muni d'un automorphisme involutif
A et K=lgel xg= g'}) » G opérant par isométries, l'action de G est
"variationnellement compléte". Cela signifie qus toub champ de Jacobl 1s long de
8 qui s'anmils en P est la restriction sur s d'wn déplacement infinitésimal
de G (cf. R. BOTT [3), paragraphe 6). Coci implique ¢

1° ¥} est une variété de Riemenn symétrique. En fait, mt* est homéomorphe
a KFL /xs (K, , stebilisateur de l'ensemble A4).

| 20 Ies ensembles critiques de @ sont des sous-variétés de N . Ia dimension
d'une composants comnexs V est donnés par dim V = dim’ A (Q) , avec w(a) eV .
La dimension de V est donc égale au cérang de Hg en x €V : les variétéas V

sont des variétés critigues non dégénérées. (Cf. R, BOTT [2)).

Le reste de lo démonstration du théordme ! consiste 4 généraliser les 1dées de
1'article [19] de R. THOM au ons ol les ensembles critiques d'une fonction &
sur wne varidté N sont des varidtds critiques non-dégénérées (et non plus néces=
sairemsnt des points isolés non~dégénérés). Soit c¢ une valeur critique de %
on obtient N°TE (e>0, tel qus [c ~€e, ¢ +£] ne contienne pas d'autre va-
leur critigue pour € que c) en "attachant" & N % des espaces B, fibrés
en boules sur V par une application fy du bord de E, dans ¥~ (v parcourt
1'ensemble des composantes connexes de 1l'ensemble critique P = ¢). Ia dimension
des boules (fibres de Ev) est égnle & 1'indéx de Hy en x €V . Le théordme 1
s'ensuit aprés décomposition cellulaire de Ey en cellules de dimensions nulles

ou = index de H§ sh x €V .

2. Le groups Ti'am(U(m)} .

Le caleul de ce groupe (instable) est basé sur le

THEOREME 2. - Soit h L'homomorphisme de Hurewicz h : T, (By) 5, (B) .
l'image par h d'un gépérateur de ‘iTzn(BU) £ 7 ost exactement divisible par
(n - 1)= N

Montrons que la formulse Trzm(U(m)) o Zml est une conséquence ds ce théordme 3
Soit £ 82n —» By une application représentant un générateur de 'ﬂ'zn(BU) .
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- L'application £ induit sur 32n un fibré principal g de groupe U(N) , N2 n .
Soit F' le fibré associd de fibre U(N)/U(n = 1) . Soient £ (F)e ™, ()
st (7)€ W1 (UIN)/U(n - 1)) les "classes caractiristiques de ces fibrés

ﬂ(}) eat un générateur de TfEn-l (G(N)) 5 1a projection

ay + Mo (W) > T, ()0t = 1))

envoie x(‘g) sur K('g') ; X(‘S') = cn[S2n] - La suite exacte d'homotopie de
U(N)/U(n - 1) montre que ﬂin_z(U(n - 1)) est cycliqus et en outre gue son

. 2
ordre 4, satisfait & cn[S n] =q, Comme h {f} est exactement divisible par

2
cn[Sn],ona g, = (@=-1)1,

A. BOREL et F. HIRZEBRUCH ({17, 26.5) ont donné un exemple de fibré U(N) sur
3211 dont la classe de Chern vaut (n - 1)} , Pour démontrsr le théoréme 2, il

est donc suffisant ds démontrer que Imh ¢ (n - 1)1 H2n (BU) .

Soit £ i U(2W)/UM) x U(N) - SLU(2N) 1L'application de Bott (ef. n° 1), et
A, = a7t a}l,_ y I8 Trk(BU) —> T,,,(B;) 1'isomorphisme qui fournit la pério-
dicité (0 et On sont les homomorphismes bord des fibrations U —»Ey = By
et LU ~— LU — U , respsctivement). On & un homomorphisme analogue en cohomolo—
gle 7 = £ Sf}_ s* Hk+2(BU) -5 H'k(BU) s Ol 8* st 1a suspension en cohomolow
gics On voit immédiatement gue Imh c(n-1)! Hzn(BU) est équivalente &

Im ’)\n-l c {n-1) HZ(BU) , ?\n—l : Hzn(BU) — HE(BU) étant obtenus par itérae
tion de A . Comme 7 anmule les éléments décomposables (par le produit cup), il
est suffisant de montrer que pour tout m , A (cm) est un multiple de

m=~1)e plus des éléments décomposables. Pour cela on introduit dans BU

m~1
la multiplication I induite par le couplage natursl Gp,q X Gp',q‘ ~ Gp #pt,qtg!
ol Gr 5 o8t la voriété des p-~plans (complexes) de ¢** . On démontre alors
»

que
19 les é1éments dans l'image de ") sont primitifs (v est primitif si
}{*v:ve'l +1av);

2° Les éléments primitifs de Hzm(BU) sont les multiples de By = mec *+ é1ém
ments décomposables. '

La démonstration de 2° est un exercice d'algtbre élémentaire, compte tenu de la
formule de dualité de Whitney qui s'exprime ici. per
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*
= + esue +
}Lcm cma1+om_lgcl +r.=190m_1 lacm

D'aprés un théoréme géndral (cf. par exemple G.W. WHITEHEAD [21]), les éléments
dans 1timege de Sh 8% 1 H*?(B;) > H(QU) sont primitifs relativement & la
multiplication P dans Q.U . Il reste donc & voir qus £* : H*@.U) ~>H (BU)
préserve la "primitivité". Cela revient & démontrer que le diagramme

By X Bnﬁ-» [y x QU

J}* ¥

Q
By —x v
o3t commtatif & 1'homotople préas.
APPLICATTIONS

3. Paralidlisme sur les sphdres et groupss d'homotopie non-stablesde SO(m) .

Une variété différentioble M* est dite parallélissble si elle admet un champ
de k-repéres tangents. (0f. E. STIEFEL [18]).

Pour les sphéres, on voit aisément que S5 ot paraliélisable si et seulement

si 1'homomorphisme Trk(SO(lc +1)) — ’TTk(Sk) induit par la projection
S0(k + 1) —sk est surjectif.

L'existence d'un parellélisme sur gt est trivial., H, HOPF [8] a montré 1'exise
tence d'un parallélisme sur 33 et S7 en utilisant les algdbres de divisions des
quaternions et des nombres de Cayley. B. ECKMANN {77 et G.W. WHITEHEAD [20] ont
montré que les sphdres de dimensioms 4n +1 avec n > >1 ne sont pas parallé~
lisables. Les résultats précédents de R. BOTT entrainent que gin- -l n'est pas
parallélisable pour n »3 . (Cf. (6] et [9]). On retrouve d'ailleurs également
le résultat de B. ECKMARN-G.W, WHITEHEAD,

En effet, T (S0(k +1)) —» Tl'k(Sk) est surjectif si et seulesment si
P : Trk(SO(m)) — T‘ic(vm,m-k) est surjectif (mzk + 2) . Pogr k=4n=-1, 1s

premier de ces groupes est =7 , l'autre ¥ 3%, . Comme Tyna (Vm 4n 22 Zy »
-1 ) ,
pour que gin goit parallélisable, il faut que

§':w,,, B0m) > W (Vy, pdns2?

soit surjectif. Or on a la diegramme commutatif
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