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GROUFES FINIS ENGENDRES PiR DES SYMETRIES
(Exposé de P. CARTIER, le 1.4.57)

1.~ Symétries.
Soit V un espace de dimension finie n > 0 sur le corps des nombres-réels.
. . 2
51 8 est une transformation lindaire involutive de V , clest-d-dire sl 8 =1,
nous posercns E = (s « 1)/2 , E_.={1~-8)/2; onaalors

(1) : E ,+E. =1  EBEE.=EE =0 S=B, ~-E_

et par suite B, et E_ sont les projecteurs associds 4 une décomposition de V
en some directe de sous-espaces V, et V_ ; ona alors

l(2). | S(x, +x) =x, ~x_

pour x; € E, . Ies éléments de E, sont caractérisés par la coadition
Sx)=%x. Inversement, si V est somme directe des sous—esPaces V, et V_
la formule (2) définit un opérateur involutif.. '

De plus, si 1'on a donné un produit sealaire (x | y) sur V , pour que
1'opérateur S défini par la formule- (2) soit orthogonal, il faut et il suffit
que 1l'on ait "

.,(:x+ rx. bz ex ) = xy -x | x, - %)
soit (x+ ] x_ ) =0 pour x; €V, ce qui signifie que les sous-espaces V_
et V_ de V SOnt orthogonaux. o

Nous appellerons s-ymetrle un opérateur lindaire S dans v s dnvolutif et

dont l'ensemble des points fixes ost un hyperplan.

81 1'n s'est donné un prodult scalaire (x | y) défini positif sur V
pour tout a € ¥V non nul il existe une symetrie S et une seule qui soit une
transformation orthogonale et qui applique & sur -~ a . En effet, soit ma
1'hyperplan orthogonal & a ; on dévra avoir V, = H et V_=R.a etla symé-
trie cherchée sera de la forme 1 - 28 , E étant le projecteur de V sur la
droite R.e nul sur E . Or ei-Ex= Xa , on doit avoir x - Ao € H
i.e. (x= Aa | a)=0 , d'ol en résolvant par rapport & % , la formule

©)  s,@=x-26]a)/e]a)
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I1 est clair que la formule (3) définit wne symétrie répondant & la question. S

est la seule transformation orthogonale # 1 qui induise 1'identité sur Ha .

2.~ Systémes de racines.

L'espace vectoriel V restera fixé jusqu'a la fin de cet exposé.

Nous appélleraons systéﬁe de racines un ensemble £ini A contenu dans V

vérifiant les conditions suivantes s

1) L'espace vectoriel V est engendré par A .

2)8i a €A, oné-~a €l , muis aucun sutre vecteur proportionnel & a ne

peub appartenir & - A

3) Pour tout a € A , il existe une symétrie S . eppliquant a sur -a ot
tello que S A =4 . ‘

Il resu_,te immédiatement de ces conditlons que O ¢A et que le groupe G |
d'opératevrs dans V engendré par les symétries S est fini. De plus, on défi-
nit sur 15 dual V* de V un produit scalaire défini positif per la formule :

(4) € | @) = 2= f(e)gle)
: aell

Par dualité, on définit donc aussi un produit scalaire (x | y) défini positif
sur V , qui sera ,vinvariaht par tout. opérateur linénire dams V conservant
liensemble A En particulier, Sé. est la symétrie orthogonale changeant a
en -a , 8t c'est done l'unique transformation linéaire dens V changeant a
en -a et congervant A . On en déduit g5,¢" = S, PoUr toute transformatiom
linéaire g conservent A . |

Tes éléments de A seront appelés racines ; on posera ufa, b) = -2 (a | b)

/{a [ a) pohlj'tout c:op.plé de‘ racines a , b ; on aura donec
(5) : ule ,a)= =2

’

b +ufa , b)a

‘3 ,~ Racines fondanentalss.

Comme l'ensemble 4 est fini, il existe x ¢ V tel que l'on ait
(x | a) £ 0 pouwr toute racine a ; nous noterons X l'ensemble des raeines a
telles que (x | a) > 0 . Ies ensembles XL et - Z forment donc une partition
de A . Nous munirons V de la relation d'ordre (particlle) compatible avec sa
structure d'espace vectoriel réel pour laquelle les éléments positifs sont les
cambinaisons lindaires a coefficients 2= 0 d'éléments de T . Il est olniv que

T est llensemble des racines positives.

¥
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Considérons l'ensemble P des parties F de 2. telles que tout élément de
Y soit combinoison lindaire & coefficients. > 0 d'éléments de F ‘ot soit T
un élément minimal de l'ensemble P ordonné par inclusion. On supposera numérotés

les é1éments de T sous la forme él y By y eee s &, et llon posers S; =8, -

On & alors la proposition fondamentale suivante : ’
PROPOSITION 1 .L‘jen'semble "TT. jouit des propriétés suiventes :
a) T est uﬁe bage-de V ° (done m=mn)
b) Toute racine est de la forms X Zxjey avec Agx0 .
¢) les scalaires uyy = uA(ai , aj) sont > 0 pour 1#£§ .
Ie b) résulte de 1n définition de T . ; remarquons ensuite que l'on ne peut

avolr A joy - '\j a5 20 avec Ay, Aj >0 et ifj ; onawait en effet |
dans ce cas A, 8, = A_j ay + L o Onne pourrait avoir Ay & Mg, cer on
en déduirait o v,8 =0 avec a >0 , v, >0 ot uj >0 , ce qui egt contra-
_dictoire ; on ne peut mon plus avoir A, > py car il en résulterait

Ay = Myda; = %ﬁkak avec M, >0 , et par suite a; serait combinaison

lindeire & coefficients 20 des &, pour k # i, ce qui contredirait le
oaractére minimal de T . ~

Comme on a ;.;Sia,j >0 ou - Siaj <0, ot que Si&ﬁ = a.j + uijai , on déduit
¢) de ce qui précitds.

Come ¢ engendre V , il en est de méme de ™ , d'aprds b) . Il suffit

done pour prouver a) de montrer que les a; em sont linéairement indépendants.

Dons le cas contraire, on aurait une relation de la forme

Z:‘Aﬂ =5...: M2, =1

cher 1 ger TH .
aveo Ind=g , ,\1,/;{3 50 et I,J# @ . 0na done (‘ai[dé)go pour
iel et §jeJ, et par suite de E'\‘if‘j(&i | aj) = (u| ux 0, on déduit

A 4= my=0 , ce qui est contradietoire.
. :‘l i GIQUFODU

COROLIAIRE 1 : Pour qu'une racine a > 0 appartienne & T , il faut et il suffit
qu'elle ne soit pas combinaison linéaire & coefficients >0 de r > 2 racines

Eositives .
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FONGTIONS DE TYPE EXPONENTIEL MINIMUM AYANT DES ZEROS DONNES

par Fapl MALLIAVIN

Btar+ donuée une fonction entiére f£(z) de type exponentiel (clested-dire
telle que Llim sup|z|™! logle(z)| ¢ ‘@ ).quelle est "la plus petite croissance"
que peut avoir cette fonction lorsque 1'on se donne une partie de l'ensemble

de ses zéros ?

Rappelons que la croissance des fonctions de type exponentiel f{z) est
étudiée en introduisant la fonction a(Y) = lim sup ot log|f(r'ei«?)| . Ltenve-
loppe de la droite x cos \.? + ¥y sin k{i - h(\Q) = Q0 est une cop.rbe convexs | ’
appelée indicateur diagramme de £(z) . ™ 'e‘gt 1'enveloppe convexe des singu-

larités de la transformée de Borsl i (7) = j f£(z) e-zzdz de f .81 T
o 0 :

‘gt situce dans le complémentaire de 7 ona

']
désigne une courbe homologue & |

£(z) = %1 JFF(Z) eZZ dz

Le problémé que 1'on étudiera est le suivant : /A désigmant upe suite de
nombres . reels, . déeterminer la plus pétite valeur que peut avoir la longueur de
la projection de T sur 1l'axe imaginaire (bien entendu f # O) . CARLEFAN [1]
a montré que ‘

) - p(E ; A(t)

A =TTy, met, Ne A,

Cette indgnlite n'est.pas la meilleure possible.' Posons ka(t) :_I% log t= A (t)
- hlors W. J. H, FUCHS [2] a montré que si N=N'>h>0, A, NeA A % N
ot gi‘ lim inf k (t) = - ® , alors h(%) -h(-%) %2 . |

Ce resultat est,le meilleur possible pour les fonctions de type exponentisl

holomorphaa‘dgns le demi-plan. Pour les fonctions entidres cette évaluation n'est

|3
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pas la meilleure possible. RUBEL a donné dans [7] une condition nécessairs ot
suffisante pour que, /\ étant une partié dss entiers, toute fonction s'y onnu-
lant vérifie h(g) - h(%-) 22T . lans [6:_! on donne 1'évaluation exacte de
l'ordre de croissance che.ché. On a les énoneés

THEOREMES .
A, 0i f(z) est une. fonction entidre de type exponentiel telle queo

|f(_iy)|- < -Aea]ﬂ yoavee £{A) =0

Posons $k ) = Jim sup [k (x) - dnf k_(x')]
——— a . _j & ' &,

X =m® x'» 2
Alors si 5(1«:&) =m, on a. f(z) =0,

B. Inversement si é(ka) { ®, on pewl construire f(z) £ 0 satisfrisant

aux- hypoth&ses de (4) .

On peut domner de (&) 1la forme plus générale suivante 3

A', Soit f(z) fonction entitre de type exponentiel telle que f(A)} = O,

log |£(iy) £(~ iy)| < 27 yaly) + 0{1) pour y >0

o q est ume fonction vérifiant ‘xq'(x) = 0(1) . Sosons :

T
kq(t)gf aw v du - A@)

i

Alors si ggkq) =® , f(z) est identiquement nul .

Le. preuve do . A dépend des lermes suivants

IEMME 1. - . Soit £ (z) " une fonction entidre de type exponentiel, avec
£{0) =1 , Posons |

W = log J2)|

o X at
My=Mx Zfl\’l(—t-)‘*(t) -z
o o ‘est une fonction bornée & suppert compact. Alors

Mok(x) = 0(1) .

‘Ce lem.e s'obtient aisément en appliquant la formule 'de Carlemen & y >0,
et & 2 demi-cercles lz| = » , |z] = kR et en utilidant le fait que

M(x) € 0(1) .
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La fonction sous-harmonique loglf(z)| peut étre représentée dans le cemi=-
plan x 3 O ‘par la somme d'un potentiel de Green de mosses négaﬁivés rertées
par les zéros et d'un potentiel de double couche porté par la frontidre. Bala-
yant ces masses sur l'axe x > 0, on obtient que log|f(x)| est dgal & wn

potentiel de Green d'une masse portée par x y 0, soit

X

. o -1
(1) Mz) = les}.t.f.a_.(_%):,jw [ log | ilL-}-.i-E-_-r | - 2xt™17 am(t) + b

ou A est une constante. L‘express:mn explicite de m ae calcule [5]
obtient .

(2) _ ' am = dp = dx - 47

o ds est une mesure positive obtenue en balayant les masses relatives aux
zéros f.—/\. et ob df est la mesure balayée de la double couche portée par
x=0.0natdp =Bx»C ol ‘

-1 2,2 2
y (

() 20() = 31 log |£(y) £( - 1) , B=uP(E® + ),

k étant une constante numerlque > 0 . Une 1ntegrat10n per partle de (1)}
donne M(x) = V. P. j 1 (xt” )m(t) t ‘dt  ou
0

=1 1 - t 2t
1{(t) = t [1og-| - ]
< -
On a le lemmé- taubérien :
IEMME 2, - ;Soit M=1%m; si Mx) =0(1), alors
-m(x) = 0(1)
. Pour obtenir ce lemmo on calcule 1a transformée de Yellin L de 1 ¢

L(u) = I—— cotg Buoj
L(u) #0 si u est imaginaire pur. On ne peut pas appliquer toutefois le
théoréme taubérien de Wiemer, 1lim 1 # m n'existant pas. On procéde directoment, -
X=60 ~
1'identité é_lémentaire L{u) L(l - u) = 1 donne. que  1(t) = _.r?. 1 1(t“1) est la
noyou inverse de' I d'ch ' o

m % % *w‘—_— INER =.0(1)

ce qui avec la condition dm<dp entraine le lemme 2 ;
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EXTENSION DES APPLIQATIONS - HOMOTOPIE
(Exposé de J-P. SERRE,.le 7,11.1949).

Le présqyt exposé a pour but de présenter quelques~uns des probldmes
relatifs aux:applications continues d'un espace dans un autre. Ces problémes

 sont fort loin d'étre résolus, méme pour des espaces aussi simples que les

sphéres ; leg exposés ultérieurs traiteront certains oas particuliers, dus &
Hopf', Hurewicz, Pontrjagin, Steenrod ... : ici, nous nous bornerona 2 les

poser et 4 donner quelques définitions essentielles.

Noug nousa occuperons de deux problemes, intimement 1ids d'ailleurs, le

: prob&eme de 1'extension des appllcatlons et .celul de l'homotopie.

l.- Extension des applications.

Soient X et Y doux espaces topologiques, A une partie fermée de X
et f une application continue de A dans Y . Peut-on prélonger £ & toub
X, c'est-é-dife, peut-on trouver une application continue de X dans Y
dont la restriction & A solt f ¢ '

Exemples :

1) Toute’ appllcatlon constante est prolongeable,

2) Si Y est un intervalle, ouvert ou fermé, et si X est normal, le
probléme eat toujours possible (théordme d'Urysohn Voir Bourbaki, Topologie .-
IX, page 4)

3) Par contre, soit X = Sz_,
homéomorphisme de A sur un cercle méridien du tore. On verra,- en utilisant

A uncercleds X,Y un toreet f un

1'homologie, que f n'est pas prolongeable.

4) 8 A est un rétracte de X , c'est-a-dire si l'application identique
de A gur lul-méme est prolongeable en une application contlnue de X sur

s le probléme de prolongement est pos31ble quel que soit Y (noter l'ana-
logle avec la notion algébrique de projecteur).

Ekemplésde rétractes : tout facteur d'un produit direct est rétracte de
-L'espace entier. Un ﬁbint, un segment, sont rétractes de tout eapace (normsl
dans le cas du segment) qui les contienne {pour le voir dans le eas du éegment
on éppliquera.le théordme d'Urysohn & 1'application identique du segment sur
Llui-néme). '
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Remargue : on n'exige rien d‘autre du prolongement que d'é&tre aontinu,
On pourrait fort bien se poser dtautres problémes, par exemple celui du pro-
longement des homéomorphismes. Mais on ne salt prathuement rien en dire

(voir thése d'Antoine).

Conditions homologiques .

Solent Hn(A) R Hn(X) et ‘Hn(Y) les n-iémes groupes d'homologie de
A,X et Y ;"a coefficients dans un groupe G (1l'homologie pouvant &tre
prise au sens'singdlieﬁ -ce sera le cas le plus fréquent- ou tehéquiste. On
pourra ausei utiliser les groupes d'homologie de 2-&me espdce).

| On sait que f . définit un homomorphisme f°¢ de Hn(A) dans HﬁﬁX) .
Soit p® 1'hcmomorphisme canonique, défini par 1'application canonique p
de A dans X , de Hh(A) dans Hh(x) . 8 f admet un prolongement g &
tout X , on & fo=g%op° .

Dol 1a condition nécessaire suivante, pour que le prolongement soit
possible : Il doit exister un homomorphisme g° de H (X) dans H (Y) tel
que : f° = g° o p°® . En particulier; le noyau de p° d01t dtre contenu dens
celul de £° . Clest ce qui n'avait pas lieu dans le froisidme exemple donné

cl-dessus.

Remarques : cette condition nécesgeire n'est suffisante que dans des cas
trie particuliers (par exemple (Hopf) si X est de dimension n + 1 , et si
Y=g Je On péut donner des conditions analogues en cohomologie, faisant
alors intervénir la structure multiplicative ; on peut aussi faire intervenir
de nouvelleg notions homologiques (produits de Steenrod, par exemple) pour
renforcer qés conditions et essayer de les rendre suffisantes pour des classos

de plus en plué vastes d'espaces.

2,- Homotopie,

Soit X et Y deux espaces topologiques, f et g deux applications
continues de X dans Y ; ondit que £ ot g sont homotopes s'il existe
une application contlnua F de JXxI dang Y telle que : - F(x , o) = f(x)
et PF(x, 1) = g(x) pour tout x &X . (I désigne le segment [o , 1] ) .

Qﬁ dit aussi que f ef g sont continfiment déformablés l'une en 1l'autre

On voit aussitdt que l'homotopie est une relation d'équivalence, compa-
tible avec la composition des applications. Ses classes sont dites classes
d'homotopie. |
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L'homotopie peut s'interpréter en termes de connexion d'espace fonction-
§g£ de la facon suivan#gﬂ%ggsg *Jgg%% localement compact et munissons 1'espace
C(X , ¥) des applications continues de X dans Y de la topblbgie de la
convergence compacte (Bourbeki, Top. X; page 2). Si Z est un espace local‘e-'~

ment compact, les applications continues de Z dans- (X , Y) correspondent
biunivoquement (et méme bicontinfiment) aux applicetions continues de X x Z

dans Y . Cecd, appliqué au cas o Z = I , montre que ¢

51 X est 1ocalement compact, les classes d'homotopie des appllcatlons
continues de X dans Y ne sont autres que les composantes connexes par arc
g__e_ G(x ) Y) « ) . ¢

Aingi, 1'étude de>l'homotopie n'est autre que l'étude de la connexion
par arc de 1l'espace fonctionnel C(X , Y) . Dans le méme ordre d'idées, on

peut étudier la connexion locale de cet espace {voir plus 1oin), ou bien le

groupe fondamental {on est alors. conduit, lorsque X est une sphere, aux

groupes d'homotopie de Y ) .

Invariance de 1l'homologie par homoto@ie

Soient, comme précédemment;, Hn(X) , Hn(Y) s, £ et g° ., Ona
8i f et g gont homotopes, £° = g° ,

La démonstration est tout & fait analogue & celle du théordme 1 de
l'exposé 9 de/l'an dernier. Deux cycles singuliers, images d'un méme cycle de
X par f et g sont homologues parce que leur différence est le bord du

"prisme singulier! défini par 1'homotopie.

Commquour le probleme de 1l'extension des applications, cette condition
"homologiQue“jn‘est pas suffisante en général pour que f et g solent
homotopes.

Type d'homotopie

On dit que deﬁx,espaces ont méme type d'homotopie slil existe une appli-
cation continue £ “de X dans Y et une application continie g de Y
dens X , telles que s fo g et gof soient homotopes & 1'application
identique. Cette relation est visiblement une relation d'équivalence dans

1'"ensemble” de tous les espaces topologiques (si 1'on peuﬁ dire ...) -




