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Einleitung

1. Es ist wohl nicht ganz sicher, wann zum erstenmal in der Ge-
schichte der Mathematik der Begriff der Primzahl aufgetaucht ist:
Eine Primzahl ist eine von Eins verschiedene, positive, ganze Zahl,
welche nur durch Eins und durch sich selbst teilbar ist. DaB die Folge
der so definierten Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, ... nicht abbricht,
daB es also unendlich viele Primzahlen gibt, hat, soviel wir wissen, als
erster EUKLID bewiesen. Aber es wird wohl auch schon vor EUKLID
in verschiedenen Kulturkreisen Menschen gegeben haben, welche einiges
iiber die Eigenschaften der Primzahlen wubBten. So war z. B. der
FeErMatsche Satz, daB fiir jede Primzahl p und jedes ganze a stets
aP? — a durch p teilbar ist, vermutlich schon den alten Chinesen bekannt,

Auf genauere Untersuchungen iiber die Verteilung der Primzahlen
stoBen wir nach EUKLID erst wieder bei EULER (1744), welcher z. B.
bewies, daB die iiber alle Primzahlen erstreckte Reihe 2'1/p divergent
ist, woraus insbesondere wieder folgt, dafl es unendlich viele Primzahlen
gibt. EULER bemerkte auch, da8 es ,,unendlich viel weniger” Primzahlen
gibt als natfirliche Zahlen, d. h., wenn fiir x > 0 mit = {x) die Anzahl
der Primzahlen < x bezeichnet wird, daB der Quotient sr(x)/x mit
nach Unendlich wachsendem x gegen Null strebt. Dies wurde jedoch
erst spiter von LEGENDRE einigermafen streng nachgewiesen,

In der Untersuchung der Funktion s {x), also der Anzahl der Prim-
zahlen kleiner oder gleich x, besteht das Hauptproblem der Theorie
der Verteilung der Primzahlen. '

Schon die Betrachtung einer gréBeren Anzahl von Gliedern der
Folge der Primzahlen 1Bt es unwahrscheinlich erscheinen, daB es
eine elementare Funktion gibt, durch welche man = (%) fir alle ganzen
% > 0 darstellen kann. Denn das Wachstum von =z (%) geht sehr un-
regelmiBig vor sich. Man versuchte daher, einfache Niherungsfunk-
tionen fiir sz (x) zu finden. LEGENDRE vermutete 1798, daB sich m(x),

dividiert durch %,'ﬁir x — 00 dem Grenzwert Eins nihert (log be-

deutet stets den natiirlichen Logarithmus), daB also, grob gesprochen,
fiir groBes x der log x-te Teil aller natiirlichen Zahlen aus Primzahlen
besteht. Er vermutete, dall genauer = (x) = xf{logx — B (x)} gilt, wo-
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2 Einleitung

bei B(x) fiir x— oo gegen eine Konstante B = 1,083 ... strebt. Schon
vor LEGENDRE hatte GAuss (wahrscheinlich 1792 oder 1793) eine noch
weitergehende Vermutung, nimlich, daB (%) durch die Funktion

&
ar 1
logé
2

=lix—C, C=li2=1,04...

mit einem ,,viel kleineren* Fehler angeniihert wird als durch die Funk-
tion x/logx. (Der Quotient beider Funktionen strebt fiir x —» co gegen
Eins, wie man unschwer beweist.) Aus der Richtigkeit der letzteren
Vermutung wiirde, wie man ebenfalls ohne groBe Miihe erkennen

kann, folgen, daB in LEGENDREs Formel lim B(x) = B = 1 ist, daB
T-r 00

also ein Teil der LEGENDREschen Vermutung falsch ist. Genaue Resul-
tate in dieser Richtung wurden allerdings erst von TSCHEBYSCHEFF

X
logx
fiir x — co existiert, so muf er Eins sein. Er zeigte sogar genauer: Bei
beliebig groSem 4 > 0 und beliebig kleinem & > 0 gibt es oberhalb
jeder noch so groBen Schranke Werte von x mit _

{1851 und 1852) erzielt. Er zeigte: Wenn der Grenzwert von s () :

E

af x
7 {x) . logé& <9 log4x
2
und {eventuell hiervon verschiedene) Werte von # mit
n &m
X
(%) — log & > =9 Tog4x?

2
d. h,, es ist

x
S af x
lim T. - “ﬂ =0,
#—+00 (=) g logd ) log4s =
und der entsprechende untere Limes ist < 0, fiir beliebig grofies festes 4.
TsCHEBYSCHEFF konnte weiter zeigen, daB bei passenden Konstanten
a, 4 mit 0 <<a <1< 4 fir alle genfigend groBen x

x x
logx <m(x) < 4 logx

a

ist (fir die Konstanten fand TSCHEBYSCHEFF a — 0,021 20...,
4 = 1,0555).

1 1ix ist der durch

1-¢ z
lix = lim \+.\ 2 =1y
i i 142

&+ 10 HDWM

definierte Integrallogarithmus.

Einleitung 3

x

Aus allen diesen Resultaten folgt noch nicht, daB limx(x):

T+ 00 logx
existiert, sondern nur, dafl dieser Limes Eins ist, falls er existiert, und
daf jedenfalls der untere Limes =4 und der obere Limes < 4 ist (und
auch daB LEGENDREs Vermutung nur mit B = 1 richtig sein kann),

2. Erst mit den von RIEMANN geschaffenen Hilfsmitteln gelang es
zu beweisen, dal

ist. Iies ist der Inhalt des sogenannten Primzahlsatzes. RIEMANN be-
trachtete die Funktion (s) einrer komplexen Verinderlichen, welche
fiir jedes s mit Realteil =>1 durch

1
Py

Mg

C(s) =

=I—

P o1 -5 .
gegeben ist (wobei das Produkt iiber alle Primzahlen liuft). Nun hatten
zwar DIRICHLET, TsCHEBYSCHEFF und vorher schon EurLeEr diese
Funktion ebenfalls beniitzt (insbesondere wurde die Identitit von
Reihe und Produkt von EuLER erkannt). Von ihnen wurde diese
Funktion jedoch fast ausschlieBlich nur fiir reelles s betrachtet. Rie-
MANN zeigte, wie man durch Anwendung der Methoden der komplexen
Funktionentheorie auf die Untersuchung von Z(s) neue, tiefliegende
Resultate iiber die Verteilung der Primzahlen erhalten kann. .

Die Funktion {(s) ist bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 (mit
Residuum 1) in der ganzen s-Ebene regulir und geniigt, wie RIEMANN
zeigte, einer Funktionalgleichung, welche es erlaubt, aus dem Wert
von {(s) den Wert der {-Funktion an der Stelle 1 — s zu berechnen.
Es stellt sich heraus, daB die Nullstellen von £{s) in dem Streifen
0=0=1, 0 =%xs eine beherrschende Rolle in vielen Fragen - der
Primzahltheorie spielen. RIEMANN gab eine Formel an, welche 7 {x)
(genaner: gewisse mit 7 (%) verwandte FFunktionen) als Funktion von x
und den Nullstellen von (s} in diesem Streifen darstellt. Ferner gab
er fiir die Anzahl solcher Nullstellen mit — T = J s = T die Ndherungs-
formel

e

e

fiir groBle T', wobei # (T} héchstens die Gréllenordnung log T hat.

Diese RiEMaNNschen Resultate wurden erst 1804 von v. MANGOLDT
streng bewiesen, nachdem HADAMARD seine Theorie der ganzen Funk-
tionen endlicher Ordnung entwickelt hatte.

A*



4 Einleitung

Der Primzahlsatz selbst, dessen Beweis — wie sich herausstellt —
als schwierigsten Teil den Nachweis erfordert, daB auf der Geraden
HRs=0=1 keine Nullstellen von C(s) liegen, wurde erst 1896 von
HapamarD und (unabhingig davon) von DE LA VALLEE-PoussIN be-
wiesen — unter Benutzung der HabpaMARDschen Theorie der ganzen
Funktionen endlicher Ordnung. DE LA VALLEE-Povussiy bewies dann
sogar die genauere Beziehung

7 (x) = TI%MM + R(x)
2

fiir geniigend groBes x, mit |R(%)] << 6,5 e="uV8Z ginem Fehler,
der (fiir groBes %) kleiner ist als #/log“x fiir beliebig groBes, festes A .
Damit war gezeigt, daB die Funktion

z
. dr
:.&” 2 |Tﬁ.
J

_OWW AQ”H—N“\_.OA...V

eine ,sehr gute” Niherung fiir die Funktion 7 (x) liefert.

Der Beweis fiir diese Tatsachen wurde von LaNDAU spiter stark
vereinfacht und insbesondere von der Hapamarpschen Theorie der
ganzen Funktionen endlicher Ordnung unabhiingig gemacht.

Die Tatsache, daB der Beweis des Primzahlsatzes nur auf dem
Umweg Uber die Verwendung komplexer Funktionentheorie méglich
war, hatte viele Bemiithungen zur Folge, einen ,,rein reellen Beweis
dieses Satzes zu finden. Diese Bemiithungen blieben jedoch bis 1048
vergeblich; erst in diesem Jahr gelang es P. Erpés und A. SELBERG
mit Hilfe einer von A, SELBERG gefundenen Wmmmmrcnm_ einen , reellen*
Zugang zum Beweis des Primzahlsatzes zu finden,

& DE LA VALLGE-Poussinsche

i :
bei der Approximation von 7 (%) durch % d&logé (welche bis heute
2

ohne Verwendung der komplexen Funktionentheorie nicht hergeleitet
werden konnte) war lange Zeit das beste in dieser Richtung bewiesene
Resultat, Durch Verwendung einer von WevL stammenden Methode
zur Abschitzung trigonometrischer Summen der Form J>g?niftm)

7
wobei f(n) ein Polynom in # ist und eine Reihe von anfeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen durchliuft, gelang es LittrEWooD 1921, fiir R (x)
die bessere Abschiitzung |R(%)| << e,x e=oVloratogiogs 5y poyeicar
1935 entwickelte ViNoGRADOFF eine neue, sehr komplizierte Methode
zur Abschitzung  trigonometrischer Summen. Mit dieser Methode
konnte TscxuDAROFY¥ zeigen, daB {tir groBes x) | R(x)] << ¢, x e~ 0oga)"

Einleitung 5
gilt fir ein 2 mit W < @< 1 (TSCHUDAKOFF zeigte dies fiir jedes

1 . .
solche @ mit a < Wn_:m.v . Mit verschiedenen Verbesserungen der
Szonwwwoﬂmmnvﬁ: Methode, deren bisher wirkungsvollste von Vino-
GRADOFF selbst stammt und von Hua sehr vereinfacht wurde, konnte
das a in dieser Abschitzung noch vergréBert werden. Das beste bisher
gefundene Resultat ist

_.wm?&_ <y x e~ i@ Ax) = ¢ log7x

{log log ‘iw )
Es wurde von Tatuzawa aus dem Resultat von Hua abgeleitet,

3. Schon LEGENDRE hatte den Satz aufgestellt, daB in jeder
arithmetischen Reihe Z, ] |- R, i+2ER,... (k=1 ganz, ! zu % teiler-
fremd) unendlich viele Primzahlen vorkommen. Dies konnte jedoch
erst von DIRICHLET 1837 bewiesen werden. Er beniitzte dazu gewisse
zur Funktion (s} analoge, der Zahl % zugeordnete Funktionen, die
L-Funktionen, welche fiir i > 1 durch

Lis, y) — Mofﬁi

2
== #

gegeben sind, wobei y (1) ein sogenannter Charakter zum Modul % ist.
Die Theorie der DIRICHLETschen L-Funktionen hat sich inzwischen
zu einem der wichtigsten Hilfsmittel der Primzahltheorie entwickelt,

Sei #(x, %k, !) die Anzahl der Primzahlen P, P = x, fiir die p=1
{mod &) ist. Mit Hilfe der Theorie der DIRICHLET schen L-Funktionen

bewies DE LA VALLEE-Poussiy den Primzahlsatz Hir die avithmetische
Reihe

. . x
S k)

=1,
welcher, grob gesprochen, aussagt, daB in jeder der g{k) zu % teiler-

fremden Restklassen mod »gleich viele* Primzahlen liegen. Er zeigte
sogar:
T ak
wlx, k1) = ﬂa r_%m.w +R(x, &, 1)
4

mit |R (%, &, O] << e x e alivRz oo €y = ¢1{k), ¢ = ¢, (k) posi-
tive Konstanten sind. Fiir den Beweis dicser Formel ist es nétig, die
Nullstellen der Funktionen Lis, %) in Streifen 0 < ¢ Z1{o=Ny)
2t untersuchen, und diese Nullstellen spiclen hier eine dhnliche Rolle
wie die Nullstellen von £ (s} bei der Untersuchung von 7 (x).

In der letzten Formel hingt dic Abschitzung des | Fehlers'
Rz, k, 1) auBer von x noch von % ab. s ist ein schwieriges Problem,
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Uber die Grundlagen der Quantenmechanik.

Yon .
D. Hilbert, J. v. Neumann und L. Nordheim in Géttingen.

§1.
Einleitung,

Die neuere Entwicklung der Quantenmechanik, die an die Arbeiten
von Heisenberg?), Born und Jordan einerseits und Schrédinger 2} anderer-
seits ankniipft, hat es ermdglicht, das ganze Gebiet der Atomerscheinungen
unter einen einheitlichen Gesichtspunkt zusammenzufassen und die wich-
tigsten Beobachtungsergebnisse zu erkliren, so dal man kaum noch
zweifeln kann, in ihr einen Gedankenkomplex von gleicher Bedeutung wie
etwa die klassische Mechanik oder Elektrodynamik gefunden zu haben.
Bei dieser hohen Bedeutung der Quantenmechanik ist es ejn dringendes
Bediirfnis, ihre Prinzipien so klar und allgemein wie méglich zu erfassen.
Hier hat nun Jordan® im AnschluB an eine Idee von Paulit) eine Formu-
lierung und Begriindung der Theorie gegeben, die von groBer Allgemeinheit
ist und dem physikalischen Charakter der zu grunde liegenden Erschei-
hungen sehr gut angepalt erscheint. Unabhingig von Jordan ist Dirac 5
zu dhnlichen Anschauungen gelangt.

Die vorliegende Abhandlung ist aus einer Vorlesung hervorgegangen,
die D. Hilbert im Wintersemester 1926/27 iiber die neuere Entwicklung
der Quantenmechanik hielt, und deren Vorbereitung mit wesentlicher Hilfe
von L. Nordheim geschah. Wichtige Stiicke der mathematischen Durch-

') 8. z. B. W. Heisenberg, Math. Annslen 95 (1926), 8. 683.

%) E. Schrodinger, Abkandlungen zur Wellenmechanik, Leipzig 1927.

%) P. Jordan, Zeitschr. f. Phys, 40 {1927}, 8, 204 und Gott. Nachr. 1926, &, 162. Die
formalen Zusammenhinge sind zum Teil such unabhéingig von F. London, Zeitsohr,
{. Phys. 40 (1926), S. 193 gefunden worden.

f) W. Pauli jr., Zeitschr. f. Phys. 41 (1927), 8. 21.

® P. A, M. Dirae, Proc. Royal Soe. (A), 118 (1927), 8. 621.

Mathematische Annalen, 98, 1




9 D. Hilbert, J. v. Neumann und L. Nordheim.

fiihrung rithren von J. v. Neumann her. Die endgiiltige Abfassung dieser
Abhandlung hat L. Nordheim besorgt. Wir glauben, daB die Formulierung
der Jordanschen und Diracschen Gedanken, zu der wir hier gelangt sind,
erheblich einfacher und daher durchsichtiger und Ieichter” verstindlich
geworden ist.

Der physikalische Grundgedanke der ganzen Theorie besteht darin,
daB an Stelle von strengen funktionalen Beziehungen der gewOhnlichen
Mechanik itberall Wahrscheinlichkeitsrelationen treten.

Die Art dieser Relationen wird am besten durch ein besonders wich-
tiges Beispiel erklirt, Ist der Wert W, der Energie des Systerns bekannt,
und zwar gleich dem n-ten Eigenwert eines gequantelten Systems, so ist
nach Pauli

[y (2) 17

die Wahrseheinlichkeitsdichte dafiir, dafl die Koordinate des Systems einen
Wert zwischen x und # 4 dz hat, wenn v, die zu dem Eigenwert W, ge-
hirige Eigenfunktion bedeutet.

Allgemein wird verlangt, daB zwischen zwei verschiedenen mechani-
schen GroBen F, und F, stets eine solche Wahrscheinlichkeitsbeziehung
besteht, Unter mechanischer Grole verstehen wir hierbei Dinge wie
Entfernungen, Bahnradius, Energie, Impuls, d. h. GriBen, die in der ge-
wohnlichen Mechanik Funktionen einer mechanischen Koordinate ¢ und
des zu ihr kanonisch konjugierten Impulses p sind.

Wir beschrinken uns dabei der Einfachheit halber anf Systeme mit
einem einzigen Freiheitsgrad. Jedoch ist diese Beschrinkung keineswegs
wesentlich, und es lassen sich Systeme mit mehreren Freiheitsgraden ganz
analog behandeln. Auf die Wah] des Koordinatensystems kommt es ferner,
wie gich herausstellen wird, nicht an.

Der Weg, der nun zu dieser Theorie fithrt, ist folgender: Man stellt
gewisse physikalische Forderungen an diese Wahrscheinlichkeiten, die durch
unsere bisherigen Erfahrungen und Entwicklungen nahe gelegt sind, und
deren Erfiillung gewisse Relationen zwischen den Wahrscheinlichkeiten er-
fordern. Dann sucht man zweitens einen einfachen analytischen Apparat,
in dem GroBen auftreten, die genau dieselben Relationen erfiillen. Dieser
analytische Apparat, und damit die in ihm auftretenden RechengréBen,
erfahren nun auf Grund der physikalischen Forderungen eine physikalische
Interpretation. Das Ziel ist dabei, die physikalischen Forderungen so
vollstindig zu formulieren, dafl der analytische Apparat gerade eindeutig
festgelegt wird. Dieser Weg ist also der einer Axiomatisierung, wie sie
z. B. in der Geometrie durchgefiihrt worden ist. Durch die Axiome werden
die Relationen zwischen den geometrischen Gebilden, wie Punkt, Gerade,

TR
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Ebene, beschrieben, und dann gezeigt, daB diese Relationen gerade ebenso
bei einem analytischen Apparat, nimlich den linearen Gleichungen erfiillt
sind, Dadurch kann man wieder umgekehrt aus den Eigenschaften der
linearen Q_omawm::mmwﬁ mmDEmnﬁmmnra Sitze Mmﬁmbbob.

Qenau so ordnet man in der neuen Quantenmechanik formal nach
einer bestimmten Vorschrift jeder mechanischen GroBe ein mathematizches
(lebilde als Reprisentanten zu, das zundchst eine reine Rechengréfe ist,
ang der man aber Aussagen iiber die Reprisentanten anderer Griflen, und
dann durch Zuriickiibersetzung Aussagen iiber wirkliche physikalische Dinge
erhalten kann,

Solche Reprisentanten sind die Matrizen in der Heisenbergschen, die
g-Zahlen in der Diracschen und die Operatoren in der Schridingerschen
Theorie und ihrer jetzigen Weiterbildung.

Es ist also zu beachten, dal wir zwei ganz verschiedene Klassen
von Dingen betrachten, nimlich einerseits die meB3baren Zahlenwerte phy-
sikalischer Groflen und andererseits die ihnen zugeordneten Operatoren,
mit denen lediglicch nach den Regeln der Quantenmechanik gerechnet wird.

Das oben angedeutete Verfahren der Axiomatisierung wird nun in
der Physik gewdhnlich nicht genau so befolgt, sondern der Weg zur Auf-
stellung einer neuen Theorie ist, wie in der Regel, so auch hier, folgender.

Man mutmaflt meistens den analytischen ‘Apparat, bevor man noch
das vollstéindige Axiomensystem aufgestellt hat, und kommt dann erst
durch die Interpretation des Formalismus zur Aufstellung der physikalischen
Grundrelationen. Es ist schwer, eine solche Theorie zu verstehen, wenn
man diese beiden Dinge, den Formalismus und seine physikalische Inter-
pretation, nicht scharf genug auseinanderhilt. Diese Scheidung soll hier
méglichst deutlich durchgefiihrt werden, wenn wir auch, dem jetzigen
Zustand der Theorie entsprechend, noch nicht eine vollstindige Axiomatik
begriinden wollen. Das, was jedenfalls eindeutig festliegt, ist der analy-
smo.ro Apparat, der — rein mathematisch — auch keiner Abinderung
fihig ist. Was dagegen modifiziert werden kamn, und vorausichtlich auch
Ewow werden wird, ist die physikalische Interpretation, bei der eine ge-
wigge Freiheit und Willkiir besteht.

. Durch die Axiomatisierung verlieren die vorher etwas vagen Begriffe,
wie Wahracheinlichkeit und so weiter, ihren mystischen Charakter, da sie
dann durch die Axiome implizit definiert sind.
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Theorie der Zopfe.

Von EMIL ARTIN in Hamburg.

§ 1. Einleitung.

Die vorliegenden Untersuchungen sind als ein Ansatz zu ecinem
Wege gedacht, dem Studium der Knoten und Verkettungen niiher zn
kommen. Ks handelt sich nm eine Kennzeichnung einfacherer topo-
logischer Gebilde, der Zopfe. Dabei ist unter cinem Zopt im wesent-
lichen ein Geflecht ans Fiden zu verstehen, wie schon der Name sagt,
Die Zidpte geben Anlad zu einer t3ruppe. da man aus zwei von ihnen
darch :b:&:w:amgmsmmz: cinen dritten komponieren kann. Die Kon-
stitution dieser Gruppe ist einfach genug, um mit einem finiten Verfahren
die Entscheidung zu ermiglichen, ob zwei vorgelegte Zapfe sich ineinander
deformieren lassen oder nicht. Schlieft man einen Zopf, verkwiipft man
also Anfang und Ende, so entstelt eine Verkettung. Umgekehrt 1ifit
sich auch jede Verkettnng in diese Gestalt hringen. Von hier aus bis
zum Knotenproblem ist aber noch ein weiter Weg, Immerhin gestatien
beveits die gewonnenen Resultate, Aunssagen iiber die f._a_,.o:._:_.mm:‘ vor
allem iiber ihre Fundamentalgruppe, zu machen. ‘

Mein besonderer Dank gilt Herrn Q. Scrreier, der mich Dbei der
Abfassung dieser Arbeit tatkriftig unterstiitzt hat, insbesondere auch Dei
den langwierigen Rechnungen, mit denen wir znndchst durchzukommen

hofften, Seine Hilfe kam mir besonders beim Beweis wvon Satz 9
zustatten,

§ 2. Komposition und Gruppenerzeugende.

Unter einem Zopf Z von nter Ordnung verstehen wir folgendes
topologisches (Gebilde;

Im Raum sei ein Rechteck mit Gegenseiten 4,, g5 bzw. %y, s (der
..eraoz,. von Z) vorgelegt. Auf jeder der beiden Seiten g, und g,
selen n Punkte A, Ay -+ Ay bzw. B, B, - - B, gegeben, wobei der Sinn
;w_. Numerierung von /4, nach %, laufe. Jedem Punkte .4; sei ein-
o:_.amiﬁ ein Punkt B, zugeordnet, mit dem er durch eine doppelpunkt-
?.:m Raumkurve g; verbunden ist, die keine andere Kurve u; schneidet.
DDie Kurve p; erhalte noeh die Orientierung von A; nach 5,.. Zwei
wo_m:m Zapte heiflen aquivalent oder kiirzer gleich, wenn sie sich
ineinander ohne Selbstdurchdringung defornieren lassen. Bei dieser
Deformation betrachte man anch dic Verlingerungen von g, wnd gs

416

als undurchdringlich.  Man beachte die beiden Orientierungen, die
im Zopte liegen. Die erste betrifit die Numerierung der Punkte i
die zweite den Sinn der Kurve p;. Bei der Deformation hat man auf
diese Orientierungen Riicksicht zu nehmen.
Diese Definition werde nun eingeengt durch die weitere Forderung:
Nach passender Deformation von Z sollen die Projektionen der Kurven
p; auf die Ebene des Rahmens ganz im Innern des Rechtecks laufen,
sich nur in endlich vielen Punkten schneiden und
, mit einer zu g, parallelen Geraden nur cinen Punkt
/ eemein haben. Da man dreifache Punkte durch
leichte Abinderung in Doppelpunkte auflosen kann,
wollen wir auch noch annehmen, daB bei der
\ Projektion nur einfache Schnittpunkte auftreten.
/ Schematisel wird sich dann ein Zopf durch eine
> Zeichnung reprisentieren lassen, wie sie in Fig. 2
zur Darstellung gebracht ist. In Fig. 1 ist als
Fig. 1. Beispiel ein Geflecht gezeichnet, das wir nicht
als Zopf Detrachten werden. Im weiteren Verlauf denken wir uns die
Zipfe gleiech in einer solchen ,Normalgestalt” gegeben.
Aus zwei Zopfen Z, und Z; von n'® Ordnung kann durch Kom-
position ein dritter gebildet werden, indem man durch Deformation der
Normalgestalten  die

Mm A, A A > beiden Rechtecke in
4» J einer Ebene so an-

einanderlegt, dal die

Seite ¢ von Z; an g

Z von 7 anstoft, die
Punkte B; von Z; mit

B \ den Punkten 4] von Z,

B/ B/ NB\B, \B: 7, Z, zusammentallen und A1,
AN/ N/ : ki in die Verlinge-

rungen von k und /h,

\ fallen. Sodann lésche

Z, man die Gerade gz=g,.

Das Resultat ist ein

~ v _—
N ) neuer Zopf, den wir mit

> Z, Z3 bezeichnen. Der

B B .w”._ B, B Zopt Z, Z, wird also

Fig. 2. kurz gesagt durech An-
einanderhangen der beiden Zoépfe Z, und Z; erhalten. In Fig. 2 ist dies
andentungsweise wiedergegeben. Man achte dabei wieder auf die
Orientierungen. Wir erwihnen noch ausdriicklieh, obwohl dies schon

A A A

4,

v Y
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aus den Definitionen hervorgeht, daf Lei diesem Prozess der it Faden
von Z, nicht notwendig mit dem & Faden von Z, zn verkniipfen ist,
Ist vielmehr g, die Verbindung von 4; und By, so hat man ja By mit
dem Punkt 4. von Z, zusammenfallen zu lassen, so daB #; mit dem
Faden ). von Z, verknipft wird. 1In Fig. 2 ist z. B. der erste Faden
von Z, mit dem dritten Faden von Z, verbunden, .

Das assoziative Gesetz

Cv A mNm va = AN_ va Zy

fitr unsere Komposition lenchtet unmittelbar ein. Denn offenbar erscheint
derselbe Zopf, wenn man an Z, den bereits verkniipften Z, Z, anhingt
oder aber an Z, den Zopf Z und an das Kompositionsresultat z,,
Dagegen ist im allgemeinen die Reihenfolge von Z,
und Z, wesentlich, d. h. es gilt nicht das kom- T 7177
mutative Gesetz,

Die einfachsten Typen von Zopfen nter Ordnung —r
sind in Fig. 3 dargestellt. Wir haben: —>

1. Den Zopf £, bei dem der Punkt A; mit B;
verbunden ist und die Fiaden p; miteinander nicht

L
- o

verschlungen sind. (Bei passender Deformation -

schneiden sich dann die Projektionen unserer Kurven / +

nicht.)  Krsichtlich gilt, wenn Z ein beliebiger

Zopf ist: / —_—
Fig. 3.

(2) I = FZ = 7

Unser Zopt £ spielt also die Rolle der Einheit und werde deshalb auch
einfach mit 1 bezeichnet.

2. Der Zopf o;, bei dem A; mit By und Aiyy mit B; verbunden
ist, wobei der i*® Faden einmal iiber dem {74 1)ten Faden lauft, die
iibrigen Faden aber wie bei E laufen. (Also unverschlungen von A,
nach B,) ,

3. Der Zopf o1, bei dem derselbe Sachverhalt wie bei a, vorliegt,
nar daf der ¢ Faden einmal wnter dem (2 1)tee 1auft.

Komponiert man den Zopf 7, mit oY, so kann man den et Faden
vom (i 1)'*" herunterheben, erhilt also den Zopf E. Kbenso wenn
o' mit o, komponiert wird. Es gilt also:

(3) a@..a._.i”qﬂu.q@,” 1.

Aus diesem Grunde wurde der dritte Typus o7 genannt.
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Nunmehr kann man leicht cinsehen, daf jeder Zopf durch passende
Komposition der Elementarzopfe ail, oft. art, m_;:m:mm_ amam‘s kam,
da man ihn nach leichten Deformationen in mo_.ovm Schichten hmw__m.m.w:
xann, so dal in jeder einzelnen Schicht nur eine d.cﬁw._.mﬁzzm :_mmw
Die in Fig. 2 vorkommenden Zipfe gestatten znm Beispiel die Darstellung:

| |. Fl IH I~QQ|H.
Z, = 6 ot aylo 07 a0ty Z) == 0,6, 6,7 0, 6, 0,7 0,0y
1

Dies hat aber zur Folge, daf es zu jedem Zopf Z einen inversen 2~

oibt, fir den gilt:
W 772 = 77 = 1,

8o ist z. B.: Z7' =@, 0,1 0,077 0, 0, o', Die mmosm.ﬁzmof mmam:::_m.
yon Z~!ist auch unmittelbar zu erkennen. Man Q&Eﬁ _ra.nms_._n?. wenn
man die Projektion von Z an der Geraden g, spiegelt, die Orientierung
der Kurven aber im Spiegelbild einfach fortsetzt. .

Somit bilden die Zopfe nter Ordnung eine Gruppe B, mit den (n—1)

¢ enden a1, 0z -+ - Gp1. .

Eumzw_m Beispiel eines einfachen Zopfes 3. OE:E..@ fithren wir noch
den allgemein bekannten Damenzopf an. Er hat die Formel:

Z = (g qm..uvr..

Auch die Flechtart:; .
Z = (o, v, 0,7

bei der vier Fiden verwendet werden, findet haufiz Anwendung.

& 3. Definierende Relationen.

Die Darstellung eines Zopfes Z mit Hilfe der o; ist natiirlich nicht
eindeutig, da zwischen den o; noch gewisse Relationen bestehen .Em_d.m:,
die von den erlaubten Deformationen von Z hervithren. Es wird sich
min zunichst darum handeln, die definierenden Relationen unserer Gruppe
zit bestimmen, die Deformationen also zu arithmetisieren. Man zca___mm.ﬁ
sich nun leicht, daf eine Deformation von Z aus einer Normalgestalt in
¢ine andere stets anch in der Normalgestalt ausgefihrt werden kann,
so daff es nur auf ein Umordnen der Faden ankommt,

Dieses Umordnen der Fiden =oll nun in einzelne Scluitte Nmzmmﬁ
werden, Statt mehrere Fiaden zugleich amzuordnen, kann man m:rmmmm:”
die einzelnen Fiaden iiber oder unter die anderen wegzielien. Dabei
wird man allerdings melrmals zuin gleichen Faden zuriiekkehren milssen,
nachdem nian inzwischen die anderen Fiden passend umgelegt hat. Jeden-
falls besteht aber ein einzelner Schritt darin, daf ein gewisser IFaden
allein deformiert wird und die anderen fest bleiben.



