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Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins

Mathematische Annalen 77, 313—352 (1916)

§ 1. Grundlagen. Der lineare Fall

Es seien auf der Geraden der recllen Zahten unendlich viele Punkte
oy, %a, Og, ---

markiert; wir rollen die Gerade auf einen Kreis vom Umfange 1 auf und fragen.
ob dabei die an den Stellen o, befindlichen Marken schliesslich den Umifang
des Kreises dberall gleich dicht bedecken. Dies wiirde dann der Fall sein, wenn
die Anzahl #, derjenigen unter den » ersten Marken a,, o3, ..., %,

heim Aufrollen in den Teilbogen a der Kreisperipherie hineinfallen, asympto-
tisch durch |a| - n gegeben ist:

welche

. on
lim ™

n==a 7

= laf; (1)

unter |a| ist dabei die Linge des Bogens a verstanden. Dann und nur dann,
falls diese Limesgleichung fiir jeden Teilbogen a erfiillt jst, sprechen wir von
einer gleichmissig dichten Verteilung der Marken iiber die Kreisperipherie. Das
Aufrollen der Geraden auf den Kreis besagt, dass wir dic reellen Zahlen mod. 1
betrachten, d.h. dass zwei Zahlen bereits dann als gleich gelten, wenn sic sich
um eine ganze Zahl unterscheiden. Unter den Zahlen x, welche einer gegebe-
nen x mod. 1 kongruent sind, gibt es cine und nur eine, welche der Ungleichuny
0 < x < 1 geniigt; diese, die Reduzierte von « mod. 1, mige mit (o) bezeich-
net werden.

Um zu einem Kriterium fiir die Gleichverteilung zu gelangen, nehmen wir
an, dass die Zahlen o, mod.1 dieses Gesetz erfilllen, Dann behaupte ich,
kénnen wir daraus fir jede beschrinkte, Riemannisch integrierbare Funktion
itx), die periodisch mit der Periode 1 ist, die Limesgleichung

1

n
lim - Zf(m,() —-j flx) dx (2
n=-00 I et ;

erschlicssen: d.h. der mittels der diskreten Zahlen ., gebildete Mittelwert der

1
Funktion / stimmt mit dem kontinuierlichen Mittelwert ff(x) dx Ubercin.
"

1 Den gleichen Gegenstand wie die vorliegende Arbeit behandelt eine in den Gittinger Nach-
Tichien (Sitzung vorn 13, Juni 1914) erschienens Note des Verfassers,
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In der Tat besagt unsere Voraussetzung, dass (Z) erfiillt ist fiir jede stilckweig

konstante Funktion von der Periode 1. Es liegt im Wesen einer im Intervy))

0 =< x == 1 gegebenen, beschrinkten, Riemannisch integrierbaren Funktion ji v

dass zu ihr zwei stiickweis konstante Funktionen f1. 1o existieren, wele, f
i

!
sie zwischen sich enthalten (f, = f = f;) und deren Integrale ff1 dx, [f, iy
0 P

sich beliebig wenig voneinander unterscheiden. Sei der Unterschied dieser Ing,.

grale = ¢, so ist
L

1

. 1 n ~ ~

lim - 3 haa) :j hrdxz [ fdx—e.
=oe HET .
V] 0

Fiir hinreichend grosses # ist daher

n 1
LN ) > [ fdx—2
RRACH fo :

also a fortiorm

1
1 7
L3 g > ffdx— 2¢.
H

k=1 §
Ebenso ergibt sich mit Benutzung von /,, dass fiir hinreichend grosses » die

linke Seite
1
< ffdx+2¢
¢

ist, und damit ist unsere Behauptung erwiesen.
Die einfachste Funktion von der Periode 1 ist

62niz - e(x);

sie ist die eigentliche analytische Invariante der Zahlklassen mod. 1. Der recllen
Zahl x die komplexe e{x) zuordnen, besagt nichts anderes, als den Prozess des
Aufrollens der Zahlgerade auf den Kreis vom Umfange 1 analytisch ausfiihren-
Fiir jede ganze Zahl m hat auch e(mz) die Periode 1, und daher gilt untef
unserer obigen Annahme insbesondere fiir jede ganze Zahlm = 0

1
. 10k 1
lim = 3 e(ma) ='/ e(mz) dx = 0.
n=o0 N
h=1 /
n Funktione?

Die Theorie der Fourierschen Reihen lehrt, dass aus den spezielte -
Daras=

e(mx) sich jede periodische Funktion linear zusammensetzen Lisst.
kann die folgende Umkehrung unseres Ergebnisses hergeleitet werden:
Satz 1. Gilt fiir jede ganze Zakl m + O die Limesgleichung

n
3 elmoy) = o(n),
ko1
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die Aahlen vy, mod., U dem Gesets

der itherall wleiclmissiy dichteit

ST
il 1 ertetinig.
iy 1n der Tat, da die Gleichung (2) far die Funktion ey - 1 selbstver-
cely Ltindiich 1st, folgt sic aus der i Satz 1ogemachten Anuahme for jede ab-
. Lrechende l‘1‘i;_:0m.>metrisclw Reihe:
Faid
Tite- Ly -ﬁj" Loagcos 28 = 0y i 2o ) C o, 008 2T B sin 2am .
15t j{x) eine beliebige stetige Funktion von der Periade 1, 50 kann man bekannt-
lich zu jeder positiven Zahl e ecine abbrechende trigonometrische Izethe {,. fin-
den, so dass |f - jTe dst fi = fo—eund fy - f.+ ¢ sind dann zwel ab-
hrechende trigonometrische Reihen, welche f zwischen sich enthalten und deren
Integrale
1 1
’r fdx, [ fodx
L V]
sich um 2 ¢ voneinander unterscheiden. Wir schliessen daraus wie aben, dass
Gleichung (2) fiir die Funktion f giltig ist. Bezeichnet endlich / eine stitckweis
konstante Funkiion von der Periode 1, so kann man leicht (indem man etwa
die Spriinge von f durch steile, geradlinige Béschungen ersetzt) zwel stetige
;1 die Funktionen fi, f2 finden, die f zwischen sich enthalten und deren Integrale
beliebig wenig voneinander verschieden cind. Darum gilt (2) dann auch fir
eine solche Funktion /. In dem damit bewiesenen Satz 1 besitzen wir eln ana-
lytisch gut brauchbares Kriterium fiir die Gleichverteilung von Zahlfolgen
mod. 1.
~Wir gehen sogleich cipe Apwendung, indem wir zelgen:
. Satz b Isi & eine drrationale Zahl, so liegei ait gums atssenlicliachen
ot & o
1§, 2§, 38,
“reellen mod. 1 itberall gleich dicht.
zess dos Ist 74 eine ganze Zahl ke O und setzen wir mf = 7, 50 haben fvir nur fest-
sfithren. zustellen, dass
[{ unter n
2 elhy) = o{n)
B-1
wird. Die linke Seite lasst{sich aber als geomdtrische Reihe sunymieren, iaT
absolutdr Betrag st
iktionan e e o A o
Daraus el \- 1 s dely) —HL T isin 7 y,
L
ist alse, a5 keine ganze Zah ist, nicht nur = o(), sondern bleibt sogay unter-

halb einkr endlichen Grenze.
1prpiNskl und it 1000-1010 anf Grungd der

Der Batz 2 ist von BoHL,
Tatsachd Dewicsen worden, dasdsich die irrat ionale Zahl & durch einen Bruch,
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Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher
Funktionaloperatoren

Einleitung,

I. Wenn wir alle Funktionen eines gewissen metrischen Raumes 0
(z. B. der recllen Zahlengeraden, der komplexen Zahlenebene, der Ober-
fliche der Finheitskugel, der Strecke 0, 1 usw.) betrachten, die gewissen
Regularititsbedingungen geniigen (z. B. stetig und bis auf endlich viele
Knicke stetig differentiierbar sind, zweimal stetig differentiierbar sind, ein
endliches Absolutwertquadratintegral iiber £ haben!) usw.) und eventuell
auch noch gewissen Randbedingungen unterworfen sind, so wird unter einem
linearen Operator bekanntlich das Folgende verstanden: Eine Zuordnung R,
die jeder Funktion f unserer Klasse eine Funktion £ (die nicht mehr zu
dieser Klasse gehoren mull) zuordnet, aher so, daB stets

R(a,fi+...+a,f,) =@, Bf ... +a.Rf (a,.., a, komplexe Konstante }
ist.

Wenn in 2 ein allgemeiner Mafbegriff (etwa im Sinne des Lebesgue-
schen) existiert und do das Volumelement in £ ist (auf der Geraden: dz,
in der Ebene: dz dy, auf der Oberflache der Embeitskugel: sin 9-dd d g ugw.),
und das Integral iiber diesen ganzeu Raum mit [ bezeichnet wird, so heift

i

ein linearer Operator R selbstadjungiert o ler Hermitesch, wenn fiir alle
zugelassenen Funktionen g

ff-R“g-dvzf,” “g-dv
. ) -(z Q
gilt?).
N) Die Fupktionen diirfen komplexe Werte haben.

f) I st diefenige Funktion, die iperall den zuh Werte von [ konjugiert-kom-
plexen Wert anfimmt, — { ', ore Tor inologie weiclt von der Gblichen etwas ab:

(Fortsetzing der FuBinote ®) auf nichster Seite.)

NIL? 3



4 Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren

Hermitesche lineare Operatoren (wir wollen sie kurz H. (. nennen)
sind z B. die folgenden (wir geben nun auch die Argumente der Funk-
tionen an, und zwar sei P der allgemeine Punkt von £2):

Rf{P)=f(P)

Rf(P)==z-f(P) (z irgendeine Koordinate von P in ),

Rf(P) = [@(P, P)-f(P)-dv (g (P, P)=g(P,P’), d h der Kem
“ Hermitesch),

Rf(P)=Lf(P) (L irgendein selbstadjungierter Differen-

tial- oder partieller Differentialaus-
druck, vgl. Anm. ).

Bekanntlich bestimmen die beiden letzten Typen von H. Q. ein Eigen-
wertproblem, das bel hinreichender Regularitdt des Kernes ¢ (£, P') bzw.
der Koeffizienten von L {nimlich wenn nur ein ,Punktspektrum® existiert)
so formuliert werden kann?®):

Ein Eigenwert ist eine Zahl 4, zu der es eine Funktion /<0 mit

Rf=2f

gibt; f ist dann Eigenfunktion. Es gibt im allgemeinen unendlich viele
Eigenwerte 1, 4,, ..., denen HEigenfunktionen ¢,, ¢,, ... so zugeordnet
werden koénnen, daB sie ein vollstindiges System von Orthogonalfunktionen
bilden. D.h. es gilt:

[ongav=] " B m=" 6 hogonalitit)
@ dy — ogonalitit),
9?3,,, n 1, fir m+n‘ &

ja_gewbhnlich dann selbst.ad]unglert wenn

— R f-¢ vollstindiges D1ﬁerent1a1 eines Ausdruckes der f, g und ihrer Ableityngen

Die Differential-
tonnen bei} der
brden  ( Hilbers,
, {aber reziproke

Eidenwerte haben.
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Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren, 5

und fiir jedes Paar zugelassener Funktionen £, ¢

LE

Srgdo= (g dv)([gq, dv)| {Vollstindigkeit).
n=1 i i

Wie fir alle vollstindigen Orthogonalsysteme, gilt der Entwicklungs-
satz mit Mittelkonvergenz:
N
‘fif—):ia,i-qc'lia-dv—+0 (aﬂ=“ff-g;—n-dv)
fiir ¥ — co. B "

Wenn sich ¢ (P, P') bzw. die Koeffizienten von L nicht mehr ganz
reguliir verhalten, so treten Verwicklungen auf, die man durch das Auf-
treten eines Streckenspektrums kennzeichnet. Immerhin kénnen die Begriffe
Eigenwert und Eigenfunktion durch geeignete Verallgemeinerungen (ins-
besondere durch Herabsetzung der Regularititsanforderungen an die Eigen-
funktion oder gar durch Betrachtung sogenannter differentieller Eigen-
funktionen) aufrechterhalten werden. Auch die Vollstindigkeitssitze bleiben
bei geeigneter Verallgemeinerung (Ersetzen der Summe durch ein Inte-
gral usw.) gewahrt; aber der ganze Aufbau wird wesentlich komplizierter
und verliert viel von seiner urspriinglichen Anschaulichkeit?).

II Wenn WwWIT die in I_ Lcllu.uuh““"““ kontinyierlichen Riume Q dul‘ch
den ,difkreten Raum* 1, 2,i ... der positiven ganzen|Zahlen ersetzen, wobei
die Fuktionen f(P) (P ddrchléuft ) durch die Fdlgena, (n=1,2,..)

und diq Integrale ff-dv djrch die Summen éan sinngem&l zu ersetzen
i n=1

sind, sol gelangen wir zu ganz analogen Begriffshilduggen wie in L

Dig einfachsten Beispielg von H. 0. (ja, wie man ndch priziserer Fassung
des Begfiffes zeigen kann, die einzigen) sind die linegren Transformationen
{unendlich vieler Variablen)|mit Hermitescher Matrix|:

Biz|zy o) = (%1 Yos o)
Yn = 2 T,

m=1

(n=1,2,..), «, 4@

mn hont

(Die Rdile der ,Regularitits

edingungen® bei Funktiopnen in £ spielen da

) Hellinger, Géttinger Inaufural-Dissertation 1907, 8.|7; Carleman, Sur les
équations|intégrales & noyau réel dt symétrique, Upsala 1923,}8. 82.

®) Dhs Eigenwertproblem de} Integralgleichungen mit |beschrinktem® Kerne
wurde vmkWeyl gelost (Gttinger [naugural-Dissertation 1908) mit Hilfe der Hilbert-

schen Thebrie der beschrinkten Bilinearformen (Gittinger Nachr. 1906, S. 157—209).

Auch fiir eine ausgedehnte Klasse! selbstadjungicrter Differentialoperatoren zweiten

Grades, deren Koeffizienten singuldr sein diirfen, erledigte Weyl das Eigenwertproblem
(Math. Annalen 68 (1910), S.220—269). Eine noch allgemeinere Klasse von Integral-
operatoren untersuchte Carleman (vgl. Anm. ).
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3. S}fmplektische Mannigfaltigkeiten

Eine symplektigche Struktur auf einer Mannigfaltigkeit ist eine geschlossene micht-
entartete 2-Difféxgntialform. Der Phasenraum eines mechanischen Systems hat
eine natiirliche symplektische Struktur. '

Auf einer symplektidchen wie auf einer Riemannsche annigfaltigkeit gibt es
einen natiirlichen Isomor ¢rn und 1-Formen. Ein Vek-
torfeld auf einer symplektise Mannigfaltigh®it, das dem Differential einer Funk-
tion entspricht, wird Hamiltons Leforfeld gepannt., Ein Vektorteld auf einer
Mannigfaltigkeit liefert einen fluB, d.h. eine einparametrige Gruppe von
Diffeomorphismen. Der I Senflup ethes Hamiltonschen Vektorfeldes lifit die
symplektische Strukt s Phasenraumes tayerindert.

Die Vektorfel “uf einer MannigfaltigkerNpilden eine Liesche Algebra. Die
Vektorfelder auf einer symplektisc Struktur hilden ebenfalls eine
Poissonklammer genannt.

8.1. Symplektische Struktur auf Mannigfaltigkeiten

Hier werden die Begriffe einer symplektischen Mannigfaltigkeit, eines Hamiltonschen
Vektorfeldes auf ihr und einer symplektischen Standardstruktur auf dem Kotangen-
tialbiindel definiert.
%.1.1. Definition. Es sei M eine ditferenzierbare Mannigfaltigkeit gerader Dimen-
sion. Eine sym plektische Struktur auf M ist eine geschlossene nichtentartete 2-Diffe-
rentialform o? ani M2

de? == 0, und fiir alle § & 0 existiert

ein 1 mit 2§, N) = 0(E M€ TM,).
Das Paar (M2*, o?) heilit symplekiische M annigfaltigheit.

Beispicl. Der linears Raum R2" mit den Koordinaten pj, 4; und mit @ = X dp; A dg;.

Aufgabe. Man pritfe, dal (R*", ?) eine gymplektizche Mannigfaltigkeit ist.
Fir n = 1 entspricht dem Paar (R?, »?) das Paar {dlic Ebene, TFlacheninhalt}.




2043 R Symplektische Ma nnigfultivkeiten

Pas folgende Beispiel erklivt das Aufe reten einer symplektischen Mannigfaltigkeit
inder Dynanik. Es ist zu cckmillig, neben dem Tangentialbiindel einer differenzier-
haren Mannigfaltigkeit anch sein dnales, das Kotangentialbiindel 2 hetrachten,

5.1.2. Das Kotangentialbiindel und seine symplektische Struktur. Es sei 17 cine diffe-
renzicrbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Fine I-Form auf dem Tangentialraum
an I im Punkt @& wird Kotangentialoekior an 1 i Punkt & genannt. Die Menge aller
Kotangentialvektoren an J° im Punkt i bildet einen n-dimensionalen linearen Raum,
der dual zum, Tangentialraum TR, ist. Dieser lineare Raum der Kotangentialvektoren
wird Kotangentialraum an V in Punkt & genannt und mit 7% V., bezeichnet.

Die Vereinigung der Kotangentialriume an dic Mannigfaltigkeit in allen Punkten
ist das Kotungentialbiindel vou I, nun mit 7*) bezeichnet. Die Menge 7*T hat die
natiirliche Struktur einer ditferenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension 2n. Ein
Punkt von T*F ist eine 1-Form auf dem Tangentialvaum an ¥ in einen gewissen
Punkt von V. Wenn q die Wahl » lokaler Koordinaten fiir die Punkte von ¥ be-
deutet, wird jede Form durch ikre # Komponenten P gegeben. Insgesamt. ergeben die
2n Zahlen p, ¢ einen Satz lokaler Koordinaten fiir die Punkte von 7%,

Es existiert eine natiirliche Projektion [2T*V — ¥, die Jede 1.Form anf TV,
mit dem Punkt verkniipft. Sie ist surjektiv und differenzierhar. Das Urhild eines
Punktes x ¢ V hei der Abbildung f ist der Kotangentialraum 7% Ve

Satz. Das Kotangentialbiindel T*V hat eine natiirliche symplektische Strubtur,
In den obigen lokalen Koordinaten wird die symplektische Struktuwr durch die Formel

w? =dprdg = dpyadgy, + o 4 dp, ~ dg,
gegeben,

Beweis. Zunichst definieren wir auf 7*V eine ausgezeichnete 1-Form. Es sej
g€ TiT* V), ein Tangentialvektor an das Kotangentialbiindel im Punkt p ¢ 7*p,
{Abbh. 166). Die Ableitung fa i T(T*VY > TV der natiirlichen Projektion N el T

™
oo Fia
;
X 4
Sk Abb. 166, 1-Farm P dg aut deny Kotangentialbiindel

fithrt 3 in cinen Tangentialvektor fedan Tin e diber. Nun definieren wir die 1-Form
whauf T*T durch die Bezichung w13y = {3k In den obigen lokalen Koordinaten
hat diese Formi die (jestaly wl = pdg. Gemil dem Bespiel ans 8.1.1. ist die ge-
schlossene 2-Form o2 —— del nicht entartet, Ol
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Bemerkmag, Wir betrachten cin Lagrangesches mechanizches System_mit der Konfigu-
rationsmannigfaliteligit 17 und der Lagrange-Funktion L. <tchiflich ist dic verallge-
meinerte Gesehwindighthel g der Tangentialvekior die Konfigurationsmannigfaitivkeit 17,
und der | verallgemeinerte B 3 Lieq ist ein Kotangentialvektor, Daher isf der
«P.y-Phasenraum™ cines LagraneeschelrReghloms das Kotangentialbiindel der Konfigurations-
mannigfaltigheit. Somj atz, dal} der Phasenraum eines mecha-
uischen Probl e natirliche Struktur ciner symplektise annigfaltigkeit besitat,

gt der vorangegang®

S.1.3. Hamiltonsehe Vektorfelder. Eine Riemannsche Struktur auf einer Mannig-
faltigkeit stellt einen Isomorphismus zwischen den Raumen der Tangentialvektoren
und der 1-Formen her. Eine symplektische Struktur errichtet einen dhnlichen Iso-
morphismus.

Definition. Jedem Tangentialvekior £ an eine symplektische Mannigtaltigkeit
{(.W*", w?* i Punkt @ ordnen wir durch die Formel

o) = o, &) firalle y ¢ TM,

cine 1-Form o' anf T, 2n.

Mit I werde der oben konstruierte Tsomorphismus /: T7*W , — TM, hezeichnet.

Nun sei H eine Funktion auf der symplektischen Mannigfaltigkeit A%, Dann ist
dH eine Differential-1-Form auf M, und ihr entspricht in jedems Punkt ein Tangen-
tialvektor an M. Auf diese Weise erhalien wir das Vektorfeld 7 dH.

Definition. Das Vektorfeld 7 dH wird Hamiltonsches Vektorfeld und H die
Hamilion-Funktion genannt. .

eispie/. Im Fall A= R¥ = {{p, )} crgibt sich die I’hasenflullgesch ;'indigkeif des

Jieldes aus flen kanonischerf Hamiltonsehen (leichungen:

¥ . 2 Eit
b= Tl eslp = — L g o ZL
aq o
3.2, Hamiltonsphe Phasenflfisse und ihre Integralinvgrianten
Der Lioh

Sfeer Phasenflnf das Volhoneninicht dndert.

rillesche Natz
tand ecine ganke IRteihe von Rifferentigflforinen, die henm H

PoINcagi imiltonschen

Phasenflu® erhalten bleiben,

s sed (CH 02
. Wir setzen

S.2.0. Hamiltonsehe Phasenilisse erhalen die syyfplektische Struktur. |
eine syhiplektizehe Mannigfitigheit und ff: % — R cine Funktio




