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Die Bedeutung Hilberts fiir die

moderne Mathematik"

“Das ist kein Beweis, das ist Theclogie™ soll der Mathematiher Gordan
ausgerufen haben, als er Hilberts genialen Beweis der Endlichheit des
Systems der luvarianten kennen lernte.  Ich michte versuchen, Ihnen
auseinanderzusetzen, worum es sich hei diesem Hilbertschen Theorem
handelt. dem Theorem. das seinen Ruhm hegrindete. Zuniichst erinnern
wir uns daran, was man unter einem Polynom mehrerer Verdnderlicher,
etwa r und v, verstelit. Es sind Ausdriiche, wie wir sie aus unserer
Schiulzeit hennen, zum Beispiel 3r'y — 3rv2 + 4r° bei deren Bildung
nur Addition, Subtraktion und Multiplikation verwendet werden. Natur-
gemil treten solche Ausdriicke in den verschicdensten Teilen der Mathie-
matik aul. Beschreibt man etwa die Luge cines Punktes der Elene durch
seine hourdinaten r und v, so berechnet sich das Quadral des Alstandes
dieses Punktes vom hoordinatenursprung durch das Polvhom r? + 7%,
Ersetzt man nun das urspriingliche hoordinatensystem durch ein dagegen
verdrelites, so dndern sich die Koordinaten unseres Punkles. Die neuen
hoordinaten werden Werte halien, die sich durch die alten ausdriichen
lassen, etwa #- — v anstelle von 1 und $r + 2v austelle von v. Berech-
pet mwan nun bm pewen hoordinatensyvstem das Abstandsquadrat unseres
Punktes, so miissens die neuen hourdinaten guadriert und addiert werden.
Offenliar hamn man sich die Rechnung sparen, man wird eben das aite
Abstandsquadrat erhalten. Das Polynom r* 4+ v? st also, wie man sagt,
invariant gegenuber der Ersetzung von r durch 45 — #v und von v durch
$r + v, eine solehe Ersetzung wird cine Transformation der Variablen ge-
nannt. Nicht jedes Polyviiom hal diese Eigenschiall, dic meisten Polynome
sind heine Invarianten gegentiber diesen Transfurmationen.  Es ist na-
livliegend. nach allen Invarianten zu fragen und man hann ziemlich feicht
zeigen, dal r? + ¥? im Wesentlichen die einzige Invariaate fir diese
Transformationen ist, dufl sich ndmlich jede andere durch dicse eine
linvariante ausdrichen Lt wie etwa (52 + ¥3)* — 2(0? 4 ¥2),

I der Geometrie kommen aulter Drebungen noch andere Transforma-
tionen vor. Jedesmal stellt man dieseibe Frage:

Gegebon sei ein Systemy gewisser Transformationen, man spricht vou
einer Transformationsgruppe. Gesucht wird das System aller Tnvarianten,

") Address given for Hilbert’s 100th birthday, 1962,
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und es soll gezeigt werden, dafl endlich viele von ihnen ausreichen, jede
weitere Invariante suszudriicken, ‘

Vor Hilbert bemiihte man sich, diese Endlichkeit durch tatsachiiche
Berechnung der Invarianten zy zeigen. Bei vielen Variablen yngd einer
komplizierten Transformationsgruppe ist dies eine nahezy undurchfiihr-
bare Aufgabe. Und so findet man denn in der Literatur Jener Zeit Ar-
beiten. die angefiillt sind mit Formeln, die sich iber mehrere Sejten
erstrechen, und nur noch vergleichbar sind mit den Formeln, die dije
Bewegung des Mondes wiedergeben.

In dieser mathematischen Atmosphire ist Hilbert aufgewachsen. Aher
schon in seinen frithen Arbeites verschmahte er es, den angedeuteten
dornenvollen Weg 2u gehen. Es muf ihm ziemlich bald klar geworden sein,
dafl ihm nur eine gedankliche Durchdringung des Problems weiterhelfen
konnte.

Und so itherraschte er denn auch die mathematische Welt im Jahre 1890
mit einem Beweis der Endlichkeit des Invariantensystems fiir die wichtig-
sten Transformationsgruppen. Dabei stiitzt er sich aul einen Satz, den
er bereits zwei Jahre vorher gefunden hatte und der Folgendes besagte:

Es sei eine beliehige Menge M von Polynomen gegeben (hei der Ay
wendung, die Hilhert im Sinne hatte, besteht A/ aus den Invarianten ).
Dann gibt es endlich viele Polynome f,, f,, ... +fn 8us der Menge VM 5o
daf sich jedes weitere Polynom f von M in der folgenden Form schreiben
laft:

f = glf+ 92f2 + -+ gnJu-

Dabei sind die g, gewisse Polynome.

Man beginnt zu verstehen, warum Gordan diesen Bewejs Theologic
nannte. Wenn M die Menge der uns noch unbekannten Iuvarianten s,
80 weill man a priori, dafl es unter diesen ebenso unhekannte Invarianten
Jrv.Sao oo S geben mubB, die der eben angefiihrten Bedingung geniigen,
Gestiitzt allein auf diese Tatsache fihrt Hilbert seinen Beweis zu Ende.

Hillert selbst war sich iiber dje Tragweite des zum Beweis bendtigten
Hilfssatzes klar. Sie geht weit iiber denn Rahmen der Invariantentheorie
hinaus und fihrt in das Gebjet der algebraischen Geometrie, Dort ist er
der grundlegende Satz, der bis zum heutigen Tage hei Jeder Untersuchung
in der algebraischen Geometrie bendtigt wird. Hilbert stellte auch noch
weitere schéne Theoreme dieses Gebietes auf. Er bewies den nach ihm
benannten Nullstellensatz und fiihrte die nach ihm benannte Abzihlungs.
funktion in die algebraische Geometrie ein. Sie spiclt auch heute noch hej
allen tieferen Untersuchungen eine hervorragende Rolle.

Seit dem Jahre 1893 beschiiftigte sich Hilbert mit der algebraischen
Zahlentheorie. Wiederum wil ich versuchen zu erkldren, worum es sich
dahei handelt,
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ADDAES: GIVEN FUR HILBERT = 10UTH RIKTHLMO

Die sogenannte elementare Zalhlentheorie (siv ist heineswegs mer
elementar) wurde in ihrer heutigen Gestalt vone Gaufl hegrindel,  Sie
heseliiftiet sich mit den mathematiselien Eigenschalten der gewlilichen
ganzen Zahlen. Einige divser Eigenschalten sind uns noch von der Sehule
her hekannt. Der Satz, dall eine Zahl genav dann durch 3 teilbar ist, wenn
ihre Quersumme es ist, det Begrifl der Primzahl und anderes mehr. Die
Siitze der Zahlentheoric haben von jeher cinen grofien Reiz awl die Mathe-
matiker ausgeiibl. Schon Euklid hatte hewiesen, dafl es unendlich vieke
Primuzahlen gibt. Da halien wir den 8atz. dal sich jede ganze Zabl aul
penau eine Art als Produht von Primzahlen schreiben JaBt, den Satz,
dal jede ganze Zahl eine Summe von vier Quadratzalilen ixt wie
olwa 30 = 16 + 9+ ¢+ 1, dall eine Primzalil, die bei ciner Division
dureh b den Rest 1 56t bereits Surnme von 2 Quadratzahlen st und
vieles melir,

Euler und Gauft haben hereits die Zallentheorie auf Lihere Berenhe
ausgedehnt, Gaull aul aile Zablen der Form g 4+ by =1 wo uund b
gewthnliche ganze Zahlen sind.

Einer Ausdebnung aul helielige Zuhlbereiche hnlicher Art steht aber
der Umstond im Wege, dafd sich dann picht mehr die Eindeutizheit der
Zetlegung in Primfuktoren zeigen iM.—% sind zB. 6 =24 =
(1 + \ =5)(0 = « —3) zwei wesentlich verschiedene Zetleounzen der
Zahl 6 in Primfaktoren,

Divse Schwierigheit wurde von hummer, hronecher und Dedehind
dureh die Einfilhrung des 1deallegrilfs Gberwunden. Dabei zerfillt vtwa
6 in vier ideale Fuhtoren, die durch paarweise Zusammenlassuny div bowden
angefithrien “realen”™ Zerlegungen ergeben.

Divs ist also der Gegenstand der algebraischen Zahlenthreorie,  Die
dabei untersuchten Zahlhereiche heissen dic ganzen Zallen von Lahl-
hirpern.  Nun waren die Untersuchungen Kummers dusserst hompliziert
und daher der Mehrzahl der Mathematiher unzuginglich. Die Darstellung
Dedekinds ist heute Fir uns zwar sehr leichit leshar und elegant, war aber
fiir dic damalize Zeit zu modern. So wurde denn der b Jahre T8YT i
Jahresherielst der Deutschen Vlathematikervercinigung erschivnene Zahl-
hericht Hilberts von alten Mathematihern mit groBer Freude begriiit,
Hilbsert steflt in ilun alle bis zur damaligen Zoit hekannten Erzehimsse
zusamenfissend  dar und machte dureh profic Vercinfachungen dir
Erachuisse Kummers einem grisferen Leserhreis zugiinglich.  Auch heute
noch zicht jeder Zahlentheoretiher neben den seueren Lehrbiichern dieses
grundleecnde Werk zu Hate.

CHlE WIT Uls

cispivie vor Augel = e Zaliden
t!l..!'f,(_rh‘:mT Lo Gaull und die Zuhlen dupde = by =3, soschen wir,
daB siv aus dem Berewl de LZally dureh Hinzunahie je
ciner Quadratwurzg
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TITTECET

- #2 SraRT HERE  mycorie der Zopfe.

Vou EMIL ARTIN in Hamburg.

§ 1. Einleitung.

Die vorliegenden Untersuchungen sind als ein Ansatz zu cinem
Wege gedacht, dem Studium der Knoten und Verkettungen néiher s
kommen. Es handelt sich um eine Kennzeichnung einfacherer togu-
logischer Gebilde, der Zopfe. Dabei ist unter einem Zopf im wesent-
lichen ein Geflecht aus Fiden Zu verstehen. wie schon der Name sagt.
Die Zopfe geben AnlaB zu einer Gruppe. da man ans zwej von ihnen
durch ~Aneinanderhingen® einen dritten komponieren kann. Die Kop-
stitution dieser Gruppe ist einfach genug. um mit einem finiten Verfahren
die Entscheidung zu ermoglichen, ol zwei voraclegte Zapfe xich fneinander
deformieren lassen oder nichr. Nchiiet man einen Zopf. verkniipit man
also Anfang und Ende. so entstelt eine Verketting. Umgekehrt 1ag
sich auch jede Verkettung in diese GGestalt Lringen.  Von hier aus bis
zum Knotenproblem ist aber noch ein weiter Weg. Immerhin gestatien
bereits die gewonnenen Resultate, Aussagen iiber die Yerkettungen. vaor
allem iiber jhre I-‘undamentalg'ruppe, 20 machen, _

Mein besonderer Dank gilt Hermn O. SchReter. der mich bei der
Abfassung dieser Arbeit tatkraftig unterstiitzt hat, insbesondere auch Lej
den langwierigen Rechnungen. mit denen wir zandchst durchzukamnien

hofften. Seine Hilfe kam mir besonders beim Beweis von Sarz o
zustatten,

§ 2. Komposition und Gruppenerzeugende.

Unter einem Zopf Z vop n'*" Ordnung verstehen wir folgendes
topologisches Gebilde:

Im Raum sej ein Rechteck mit Gegenseiten Iy G0 bzwW. hy. Dy (der
~Rahmen® von-2) vorgelegt. Auf jeder der beiden Seiten g, und oy
seien n Punkte A, Az .- da'bzw. B, By .- B, gegeben, wobei der Sinn
der Numerierung von /y nach 1, )aufe. Jedem Punkte 4, sei ein-
eindeutig ein Punkt By, zugeordnet, mit dem er durch eine doppelpunkt-
freie Raumkurve g; verbunden ist, die keine andere Kurve #: =chneidet.
Die Kurve u; erhalte noch die Orientierung von 4; nach B,. Zwei
solche Zapfe heifen dquivalent oder Kkiirzer gleich. wenn sie sich
ineinander ohne Selbstdurchdringung deformieren Jassen. Bei dieser
Deformation betrachte man auneh die Verlingerungen von & ownd g,
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A'I At A.\ Aa Ah

als undurchdringlich. \Man beachte die beiden Orientierungei. die
im Zopfe hiegen. Die erste petrifit die Numerierung der Punkte A.

diese Qrientierungen Riicksicht zu nehmen, .
Diese Definition werde nun eingeengt durch die weitere Forderung:
i auf die Fbene des Rahmens ganz im lonern des Rechtecks jaufen.
gich nur in endlich vielen Punkten schneiden und

Al Ag A;
\ gemein haben. Da man dreifache Punkte durch
leichte Abanderung in Doppelpunkte auflosen kanu,
L Schematisch wird sich dann ein Zopf durch eine
Zeichnung reprisentieren lassen, wie sie in Fig. 2
Fig-1. Beispiel ein Geflecht gezeichnet, das wir nicht
als Zopf betrachten werden. Im weiteren Verlauf denken wir uns dic
Aus zwel Zopfen Z, und Zy von ot Ordnung kann durch Kom-
position ein dritter gebildet werden, indem man durch Deformation der
— beiden Rechtecke in
X .

\ \ \ einer Ebepe 50 an-
einanderiegt, dal die
7 Seite g, VOD Z, an m
1 von Z anstobt die
Punkte B von Z, mit
4 BQ ]
y gusammenfallen und A,
A4 A /Tl ¥ y hy in die Verlinge-
rungen von h, and A
fallen., Sodann 1osche
Z, man die Gerade g2= g1
Z, Z, bezeichnen. Der
Zopf 2 2y wird also
einanderhingen der beiden Zopie Z, und 2. erhalten. In Fig. 9 gt dies
andeutungsweise wiedergegeben. Man achte dabei wieder suf dic

dic zweite den Sind der Kurve #i Bei der Deformation hat man auf
Nach passender Deformation von 7 sollen die Projektionen der Kurven
/ mit einer Zu & parallelen Geraden nur einen Punkt
\. _ ] wollen wir auch noch annehmen, dap bei der
_/ Projektion nur einfache Schnittpunkte auftreten.
B B B zur Darstellung gebracht ist. In Fig.1 ist 8ls

Zaopfe gleich in einer solchen ,.I\'ormnlgestalt“ gegeben.
Normalgestalien die
den Punkten A voD Z.

Z 2
~ Das Resultat ist ein
/ L never Zopf, den wir mit
\ J
2 ‘ »

Fig- 2. kurz gesagt durch An-
Orientierungen. \Wir erwhhnen noch ausdriicklich. obwohl dies schon
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Nunmehr kanp man leicht einsehen, dab jeder Zopf durch passendc
Komposition der Elementarzopfe oftl, o5t 00l erhalten werden knun,
da man iho mach leichten Deformationen in solche Schichten zerlegen
kann, 5o dab in jeder einzelnen Schicht pur eine Uberkreuzung liegt.
Die in Fig. 2 vorkommenden Zopfe gestatten zum Beispie!l die Darstellung:

Z, = o 07 o7 0 0 A 0, 0,0, 0,0, 07 0l

Dies hat aber zur Folge, daf es zu jedem Zopf Z einen inversen £~}
gibt, fir den gilt:

(4) 22V = Z7VZ = 1.

o ist z.B.: Z' =0, 67 0, 07 0, 0, o7, Die geometrische Bedentnag
von Z-! ist auch unmittelbar zu erkennen. Man erhalt ihn namlich, wenn
man die Projektion von Z an der Geraden g, spiegelt, die Orientierung
der Kurven aber im Spiegelbild einfach fortsetzt.

Somit bilden die Zopfe n#** Ordnung eine Gruppe 3 mit den (n—1)
Erzeugenden o, 03 -+« On-1.

Als Beispiel eines einfachen Zopfes 3, Ordnung fithren wir noch
den allgemein bekannten Damenzopf an. Er hat die Formel:

2= 05" 42 eND

2 = (0,0, 070

Auch die Flechtart:

bei der vier Faden verwendet werden, findet haufig Anwendung. Y

§ 3. Definierende Relationen.
Die Darstellun

ines Zopfes Z mit Hilfe der a. ist nativlich nj
eindeutig. da zwischen noch gewisse Relationen bestehe vden.
die von den eriaubten Deformathegen von Z herrithren, &% wird sich
nun zunichst.darum handeln. die definidwyden Relatioe®n unserer Lruppe
su bestimmen, die Deformationen also zu Tisieren. Man iiberlegt
sich nun leicht, dal eine Deformation v iner Normalgestalt in
eine andere stets auch in der Nor 1 werden kann.
so daf es nur auf ein Umordn er Faden ankommt.

Dieses Umordnen der, &%4den soll nun in einzelne Schritt
werden. statt mehrere Pfden zugleich nmzuordnen, kann man suk
die einzelnen Fadps” iber oder unter die anderen wegziehen. Dab™
wird man allergifflgs mebrmals zum gleichen Faden zuriickkehren miussen,
# zwischen die anderen Fiden passend umgelegt hat. Jeden-
falls begyeht aber ein einzelner Schritt darin, dab ein gewisser Faden

415



3 START HERE

20.

{ber die analytische Theorie der quadratischen Formen
Annals of Mathematics 36 {1935}, 527 =600

Zu den bekanntesien Satzen der Arithmetik gehort die zuerst von Fermst
bemerkte Tatsache, dass jede Primzahl der Form 4n <+ 1 und keine Primzab)
der Form 4n + 3 Summe von gwel Quadratzablen ist. Hieraus erhilt man
jeicht die Aussage: Die Gleichung z* + =P 0 der p eine Primzahl bedeutet,
ist dann und nur dann ganzzahlig Jssbar, wenn die Congruenz ° + =7
{(mod g) fur jeden natirlichen Modul ¢ eine LOsUNg hat. Dadurch wird also die
Frage pach der Losbarkeit einer Gieichung in ganzen rationalen Zahlen iiber-
gefiihrt in die Frage nach der Losbarkeit in ganzen g-adischen Zahlen.

Stellt man sich nun sligemein das Problem, iiber die Losbarkeit von

(1) ax? 4 bry + eyt = d
durch Untersuchung der entsprechenden Congruenzen
2) ar’ + bry + o = d (mod ¢)

gu entscheiden, BO lehrt das Beispiel 5z + 11y? = 1, dass 8uf der Laosbarkeil
von (2) far jedes ¢ poch nicht die ganzzahlige Losbarkeit von (1) zu folgen
braucht. Verzichtet man aber auf Losungen ip ganzen Zahlen und lésst auch
gebrochene rationale Losungen zu, BO besagt ein wichtiger Satz von Legendre,
dass aus der Losbarkeit von (2) {iar jedes g die Lésbarkeit von (1) folgt. Dieser
Legendresche Gatz wurde von Hasse U einer entsprechenden Aussage [ur des
Problem der linearen Transformation einer quadratischen Form Q von m Vane
beln in eine quadratische Form Rvon n Variabeln verallgemeinert: Damit {
in R durch eine lineare Substitution mit rationalen Coefficienten transformiert
werden kann, ist potwendig und hinreichend, dass dies fir jedes g mit g-adischen
Coefficienten und susserdem mit reellen Coefficienten moglich ist, Furm =2
n = 1 entsteht hieraus der Satz von Legendre, wenn man beachtet, dass In
diesem Falle die reelle Losbarkeit suf grund des quadratischen Reciprocitatsge
setzes eine Folge der g-adischen Losbarkeit ist. Ein anderer Specialfall des
Hasseschen Satzes, pimlich m = n, wurde bereits von Minkoweki ohne aus
fihrlichen Beweis behandelt.

Um einen Ansatz fur eine guantitative Verschirfung der qualitativen Aus
sage des Legendre—l-lasseschen Satzes zu gewinnen, alto eine AusSege iiber
Lasungsanzah! stati Losungsexistenz, stelle man folgende Betrachiung &%
Es seien Q und Qi gwei quadratische Formen, deren Determinanten 0 sind.
\Wenn sie miteinander iquivalent, d.h. ineinander ganzzahlig (ransformierba
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sind, s0 besteht offenbar eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den
ganzzahligen Transformationen von Q in R und von Qi in B, Dasselbe gilt,
wenn an stelle des Ringes der ganzen rationalen Zahlen der Ring der ganzen
g-adischen Zahlen gewihlt wird. Es kann nun aber vorkommen, dass zwej
Formen Q und @, fur jedes ¢ stets g-adisch aquivalent und ausserdem reell
iquivalent (d.h. reell ineinander transformierbar) sind, ohne dass sie o Ring der
ganzen rationalen Zahlen dquivalent sind; ein Beispiel hierfur liefern 5% 4 1137
und 2? + 55y, Will man einen Zusamumenhang zwischen den Losungsanzahlen
von Gileichungen und Congruenzen finden, so erscheint es ratsam, nicht Q vor
¢ auszuzeichnen, sondemn gleichzeitig die ganzzahligen Transformationen
von { in & und von Q,in R zu untersuchen. Man betrachte also die Gesamtheit
der quadratischen Formen, die mit Q reell und ausserdem ¢-adisch fur jedes ¢
iquivalent sind; diese bilden das Geschlecht von Q. Aus jeder der endlich
vielen Classen dquivalenter Formen des Geschlechts wihle man einen Reprisen-
tanten. Es seien dies Q, Q;, - - mit den Matrizen &, &, .-+ ,und es sei T die
Mastrix von K.

Es folgt pun zunichst aus derm Legendre-Hasseschen Satz ohne erhebliche
Schwierigkeit: Ist Q fur jedes ¢ ganzzahlig g-adisch und ausserdem reell in R
transformierbar, so ist mindestens eine der Formen Q, Q) --- ganzzablig in R
transformierbar. Dass dariiber hinaus eine quantitative Beziebung zwischen
den Anzahlen der ganzen ¢-adischen und der ganzen rationalen Transformationen
besteht, ist das Hauptresultat der vorliegenden Abbandlung. Dieses soll jetzt
fur den Fall eines positiven definiten Q formuliert werden. Es seien A(E, T,

AlS,, I}, --. die Anzahlen der ganzzahligen Transformationen von Q, Q. -
in R, also die Lésungsanzahlen der Matrizengleichungen ¥'&X = T, 1,81 =
T, ... Ferner seien A(E, €) = E(®), A€, &) = E(©,), --- die An-
tahlen der ganzzahligen Transformationen von Q. Q.. .. in sich selbst. Es
stellt sich dann heraus, dass die Zah!

A T)  A(Z.T) . 1 1
3 ( E® TTEEy t ) ' (E“(E) Tyt )

0 Uberraschend einfachem Zusammenhang steht mit der Anzabl der ganzzah-
ligen Transformationen von Q in B modulo ¢, also mit der Losungsanzahl
A(€, T) der Matrizencongruenz ¥'€I = T (mod ¢). Lisst man nimlich ¢
eine solche Folge von natiirlichen Zahlen durchlaufen, dass jede nattrliche Zahl
i {astallen Gliedern der Folge aufgeht, also z.B. die Folge der Facultiten, so
existiert

nins])
(4) lim A(&, T)q ¢+ 7"
¢ —-
im Falle n < m und unterscheidet sich von (3) nur um einen Factor «, der sllein
von m, n und den Determinanten | &/, | T (abhingt. Dieser Factor « lisst sich

n(n;— D unabhan-

folgendermassen independent definieren: Man betrachte die
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gigen Elemente der Matrix I als cartesische Coordinaten eines Punktes im
nin + 1)
2
dann vermége der Gleichung ¥'€X = T bei festemn © ein Gebiet G’ des mn.
dimensionalen X-Raumes. Sind dann v(G) und v(G') die Volumina dieser beiden
Gebiete, 50 lasse man G auf den Punkt zusammenschrumpfen, welcher zur

Matrix T von R gehért, und bilde dabei

~dimensionalen Raum. Jedem Gebiete G dieses Raumes entspricht

. (G
A= hm;(-a,—)—.

Dannistx = A fiirm = no 1, x = Afirm >n+ 1.
Die Grosse \ ist gewissermassen als: Losungszahl von ¥'S¥ = T in reellen
Zahlen anzusehen und kann daher als wahrscheinlicher Wert der Anzahlen

alin<+1)

A(€, I),4(8,,2), - -- bezeichnet werden. Analog kann man ¢""~ " * ~ ais

nin+1)

wahrscheinlichen Wert von A,(€, T) ansehen, denn es gibt ¢ 7 moduls 9
verschiedene T und ¢™ modulo ¢ verschiedene %¥. Der im vorigen Absats
ausgesprochene Satz gestattet also folgende kurze F ormulierung: Das Ver-

e A€, T)  A(E,T)
hiltnis der Zahl E) -+ FE) + -
gleich dem Grenzwert des Verhiltnisses der Zahl A (&, X) zu ihrem wahrschein-
lichen Wert im Fallem > n 4 1, und halb so grossim Falle m = n + 1.

Der Ausdruck (4) lasst sich auch als ein iiber alle Primzahlen zu erstreckendes
unendliches Produkt schreiben. Bedeutet ¢ speciell eine Potenz P* einer Prim-

uinsl)

zshl p, 60 ist die Grisse A (€, T)g * " bei festen & und T fitr alle hin-
reichend grossen a constant, also eine rationale Zahl o,(€, T), die als Lésungs-
dichte von ¥'% = T im Kérper der p-adischen Zahlen bezeichnet werden kann.
Es wird dann (4) gleich dem iiber alle Primzahlen in natiirlicher Reihenfolge zu
erstreckenden Produkt JJa,(€, T) und folglich die ‘‘Lésungsdichte im Kérper

-+ zu ihrem wahrscheinlichen Wert ist

der rationalen Zahlen ’
A€, I)  AE,T)
Ee) T EEy T
Yy A
S TEey T
also gleich dem Produkt aller p-adischen Lésungsdichten; dabei ist im Falle

{5)

= []a, (€, 2T),
P

m = n <+ 1 rechts noch der Factor 4 hinzuzufi
i, <) haveniuralle p,cienichtin £ | << |

rECTCimmeineD einfachen expliciten Ausdruck, und auch das Product dissese,
lésst eich in einfache -

endlich vielen o, m Dee¥T - nungen erfordert und zu uniber-
sichtlichen Werte trotz ihrer transcenden-

[s
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