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§ 2. Konforme Abbildung ebener Gebiete

e Abbildung w : G — G’ ist wegen ] =ﬁ; z)|?
d, und im Falle von ZWGIW(;:;H G und

i } i > G (vgl. 1.6). Liegen
von G und ist P, p,, Pg die
£ des Randes, so muf also w(#,),

itjive Orientierung der Randkurve

handelt es
Eine kon

in bezug auf G positive Orientt
w(pa), w(p;;) die in bezug au

Sind G und G, niterungen py, pa, Py
und 4y, Jo ibt es eime eim-
deuttg beetimmie honforme Abbildung w G—>G’, welche, die Rand-
punkte p; in die Randpunkte w(p,) = g, iiberfiihri.

2.3. Viereck usid seine Abbildung. TEin Viereck besteht aus einem
Jordangebiet ¢ und aus einer Folge z,, 2, 2, z, von vier Randpunkten
des Gebietes Q. Die Punkte z; heiBen die Ecken des Vierecks, Zwei
Vierecke werden identifiziert, wenn sie nicht nur als Mengen tiber-
einstimmen, sondern auch hinsichtlich der Reihenfolge ihrer Ecken
gleich sind. Im Folgenden werden nur solche Vierecke Q(z, 2, 23, 2,)
betrachtet, deren Eckenfolge mit der in bezug auf Q positiven Orientie-
rung iibereinstimmt,

Der Einfachheit halber empfiehlt es sich oft, ein Viereck als eine
ebene Punktmenge aufzufassen; z. B. sprechen wir von inneren Punk-
ten und von der abgeschlossenen Hiille eines Vierecks. Ist kein MiB-
verstindnis mdglich, so kann man ein Viereck auch in derselben Weise
wie das entsprechende Jordangebiet bezeichnen.

Der Rand des Vierecks Q(z,, z,, 2, 2,) wird durch die Ecken in vier

Jordanbogen, die Seiten des Vierecks, zerlegt. Die Bogen z:;; und

;3_;; heiBen die a-Seifen, die zwei iibrigen Bogen die 5-Seiten von Q.
Unter einem Homdomorphismus des Vierecks Q(z, 23, %3, 2,) auf das
Viereck Q'(wy, wy, wy, w,) wird eine solche topologische Abbildung
w ! Q—>Q verstanden, welche die Punkte z; in die Punkte w{z;} = w;
iiberfithrt, Ist die Einschrinkung von w auf Q dazu konform, so heit
w eine konforme Abbildung des Vierecks Qz, 2y, 2, 2,) auf das Viereck
Q' (wy, w2y, @, w,). Zwei Vierecke kénnen im Allgemeinen nicht anf-
einander konform abgebildet werden, weil die Bilder von drei Rand-
punkten eine konforme Abbildung schon eindeutig bestimmen. Alle
Vierecke teilen sich also in mehrere konforme Aquivalenzklassen auf.

2.4. Konformer Modul eines Vierecks. Aus dem Riemannschen
Abbildungssatz folgt, daB jedes Viereck Q(z, 2y, 23, 2y} auf ein Viereck
Q" (— 1/k, — 1, 1, 1/k) abgebildet werden kann, wo 0 < k < 1 und ¢’
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die obere Halbebene ist, Der Wert von & wird dabei durch Q(zy, 2, 23, 7)
eindeutig bestimmt. Aus der klassischen Theorie der elliptischen
Integrale ergibt sich weiter, dal die Funktion w,

-1
_ a
wle) = f}/u T (1 — Ay
1]

das Viereck Q(— 1/k, — 1, 1, 1jk) konform auf ein Viereck bezieht,
das aus einem Rechteck und seinen Ecken besteht. Wo kein Mil-
verstindnis zu befiirchten ist, nennen wir ein solches Viereck kurz ein
Rechteck. ) '

Durch Zusammensetzung der obigen Abbildungen wird ein belie-
biges Viereck auf ein Rechteck konform abgebildet. Eine solche Ab-
bildung wird im Folgenden die kanonische Abbildung des Vierecks
genannt, und das betreffende Rechteck heiBt das kanonische Rechteck
des Vierecks.

Jede konforme Aquivalenzklasse von Vierecken enthilt also Recht-

ecke, und alle miteinander dhnlichen Rechtecke gehdren offensichtlich
zu derselben Klasse. Umgekehrt folgt aus dem Spiegelungsprinzip,
daB jede konforme Abbildung zwischen zwei Rechtecken eine Ahn-
lichkeitstransformation ist.
_ Alle kanonischen Rechtecke eines festen Vierecks () haben also
dasselbe Seitenverhilinis a/b = M(Q), wo a die Linge der a-Seiten,
b die Linge der &-Seiten bezeichnet. Die Zahl M((Q) heifit der (kon-
forme) Modul von . Zwei Vierecke sind also-dann und nur dann kon-
form dquivalent, wenn sie denselben Modul besitzen.

Fiihrt man eine Umordnung der Ecken von @ aus, so verhilt sich
der Modul wie folgt:

M(Q(zla %9, X3, z4)) = M(Q(za- 23 2y, zz)) = UM(Q(zz- 23, Zg, zl)) (21}

§ 3. Definition einer quasikonformen Abbildung

3.1. Dilatation eines Vierecks unter einem Hom&omorphismus. Es
sei G ein Gebiet und w ein orientierungserhaltender Homéomorphismus
von (. Ein Viereck @ = (Hz,, 24, 2, 2,), dessen abgeschlossene Hiille in
G enthalten ist, wird durch @ auf ein Viereck {’ abgebildet. Das
Verhiltnis M(Q')/M(Q) der Moduln von @' und Q heilt die Dilalation
des Vierecks @ unter der Abbildung .

Die Zahl
M)

K(G) = sup m

QcG
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wird die maximale Dilatation von w im Gebiet G genannt. Da die
Dilatationen von Q(z, 2y, 25, 2,) und Q(z,, 2y, 2,, 2,) wegen (2.1) zueinander
reziproke Zahlen sind, ist K(G) wenigstens gleich 1. ' :

Ist = konform, so haben die Vierecke Q und @" definitionsgemiB
denselben Modul. Die Dilatation von @ ist dann also stets gleich 1,
und somit ist auch K(G) = 1. Andererseits werden wir in 5.1 zeigen,
daB die maximale Dilatation eines nichtkonformen, orientierungs-
erhaltenden Homdomorphismus stets gréBer als 1 ist. K{(G) kann
deshalb als ein MaB dafiir angesehen werden, wie viel die Abbildung
in & von der Konformitit abweicht,

3.2. Quasikonforme Abbildung. Die quasikonformen Abbildungen
konnen jetzt wie folgt definiert werden:

Definition. Ein orientierungserhaltender Homdomorphismus w des
Gebietes G heipt quasikonform, wenn seine maximale Dilatation K(G)
endlich ist. Ist K(G) < K < co, so wird w K-guasikonform genannt,
™ Da - Kontormes atpgebrauchien Sprechweiscafolremd—nens

quasikonformen Hom

Die Forderung, daB eine quasikonforme Ahbildung orientierungs-
erhaltend seinspll, bringt gewisse formale Vefeinfachungen mit sich.
Andererseits gelfs en vorkommenden Sitze
aunch fiir eine ,,a
quasikonformen Abbilung und aus einey’Spiegelung zusammensetzen
14Bt.

Aus der Definition foly :
konform ist. Wie wir schol erwilihten, wird in 5.1 bewiesen, daB
umgekehrt jede 1-quasikonfor Abbildung konform ist.
arstellung gezeigt wird, gestatten
die quasikonformen Abbildungkn vile andere, mit der obigen Defi-
nition in nicht-trivialer Wejfe dquivMente Charakterisierungen, die
wir als Sdtze aussprechen. /Die obige D&{jnition, die von Pfluger [1]
und Ahlfors [1] herrithrt,/wird nach dem Worschlag des ersteren die
geometyische Definition génannt. - .

Aus der Definition gehen die folgenden Eigewschaften einer quasi-

Die Umkehrung einer. K-quasikonformen Abbilddqg ist K-quast- -

konform.. Eine gus einer K, -quasikonformen und einel K,-quasikon-
formen Abbildugg zusammengesetrte Abbildung ist K, Ky-gxasikonform.

3.3. Regylire quasikonforme Abbildungen. Wir betraxhten als
Beispiel einé von Grétzsch [2] im Jahre 1928 eingefiihrte Klasge von
Abbildungen, von denen in 3.4 gezeigt wird, da8 sie nach der okigen

Lehto/Virtanen, Quasikonforme Abbildungen 2
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222 § 17. Eigenwerte spezieller Matrizen

gehort die entsprechende Aufgabe
Atgt = jat (6b)

bei gleichsp Eigenwerten 1. Zu einer unzerlegbaren Matrix npt schach- -
brettartig ¥%erteilten Vorzeichen gehért also gleichfalls eine positive
Maximalwur2g! als Eigenwert mit einem Eigenvektor mit/Komponenten

nicht verschwindenden Komp w; &= 0 den transformierien Vektor
damit die Quotienten

’ (8)

indestens einer der reellen
Eigenwerte A, de?” Aufgabe Gl. (7) eingeschlossen

qmiu g Af = Trnax |- (9)

Uber die Nummer des von GL (9) eingeschlossene\ Eigenwertes wird
hieg/nichts ausgesagt®. Wieder kann man diesen Satzeur Eingrenzung
#hes diesmal beliebigen Eigenwertes; durch passende Wahl von u
/praktisch verwerten, vgl. Anm, 1.

1 17.2. Spaltensummenkonstante und stochastische Matrizen
In der Wahrscheinlichkeitsrechnung treten Matrizen A auf, bei denen
die Spaltensurnmen
Op = @y + dgp 1+ * " " By
fir alle Spalten & gleich sind, 6, = ¢. Fiir derartige Matrizen gilt
Satz 4: Etne spallenswmmenkonstante quadratische Matrix A mit der
Spaltensumme o hat den Etgenwert 6. Die Matrix A™ mit positiv ganzem

! CorLrLatz, L.: Eigenwertaufgaben (3} S- 304—309.

* Eine Aussage dariiber findet man bei F. W. SINDEN: An oscillation theorem
for algebraic eigenvalue problems and its applications. Diss. E. T, H. Ziirich 1954
Prom. Nr. 2322,
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Exponenten m ist wieder spaltensummenkonstant mit Spaliensumme und
Eigenwert 0”. Ist A michtsinguldr, so ist auch A~ spaltensummenkonstant
mit Spaltensumme und Eigenwert 1ja, —

Summe und Produkt zweier spallensummenkonstanter quadratischer
Matrizen A, B sind wieder spallensummenkonstant, und fir die Spalten-
summen der einzelnen Matrizen gilt

4+ =04+ CGp | (10a)
O4g=0p4=04"0dp (10b)
Die erste Aussage folgt mit einem Vektor 8" == (1,1,..., 1), der sich

als Eigenvektor von A" erweist beim Eigenwert o

AR 1 ay +re 4 a,, a 1
As= T 1 L I 1 N N
ay,c--a,,) \1 &Gyt a,, o 1

o ist also Eigenwert zu A’ und damit auch zu A. Dann folgt o* als
Eigenwert und Spaltensumme bei gleichem Eigenvektor fiir A? usf.

Ebenso folgtaus A's =os: %s = A" s, — Gl. (10a) ist unmittelbar

einzusehen. G, (10b) sieht man so: Mit den Zeilenvektoren &' von A
und den Spalten b, von Bwird A B = (@' b,) und damit die k-te Spalten-
summe von A B:

Gup=8a'b,+: -+ ab,
=apbit -+ aa by,

+aﬂ1blk+”'+aunbnk

=0'A(b1k+"‘+b”k)= G4+0R

Die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung! auftretenden spalten-
summenkonstanten Matrizen sind reell und nicht negativ mit Spalten-
summe 1: die Elemente jeder Spalte stellen Wahrscheinlichkeiten
a;,. = 0 dar, deren Summe 1 ergibt. Die Matrix besitzt, wie aus den
Sdtzen 1, 2 und 4 folgt, die Maximalwurzel 4, = ¢ = 1 als einfachen
Eigenwert. Von besonderem Interesse ist hier nun der Fall, daB die
Matrizenpotenzen A* mit wachsendem vy gegen eine Matrix A* kon-
vergieren, die lauter gleiche Spalten besitzt. Wir zeigen dazu den
folgenden

! Senutz, G.: Grenzwertsitze fiir die Wahrscheinlichkeiten verketteter Ereig-
nisse, Deutsche Math. Bd. 1 (1936), S. 665—699.
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Satz §: Ist A eime nicht negalive wunzerlegbare Maitrix konstanter
Spaltensumme o = 1 und sind sidmitliche Eigenwerted; von A mit Aus-
nahme der Maximalwurzel A, = 1 dem Betrage nach kleiner als 1:

A=1, |4 <1 fir i =2,3,...,n, {11)

so konvergiert die Folge der Matrizenpotenzen A' mit wachsendem v gegen
eine wiederum spaltensummenkonstante Matrix, deren Spallen simtlich
milesnander diberetnstimmen:

A” — A fiir v —»> o0 (12)

(A= ={(a,a,...,8)| {13)

Die Spalte @ dieser Grenzmatrix ist gleich dem zu A, = 1 gehirigen auf
Spaltensumme 1 normierten Eigenvektor von A:

Aa=ga|. (14)

Die letzte Gleichung ist wegen (13) gleichbedeutend mit

AA® = A", (15)
Die Matrix A® besitzt auBer dem Eigenwert A, = o =1 als Matrix
vom Range 1 den (#n — 1)-fachen Eigenwert A = 0. — Wir gehen nun

aus von dieser durch Gl (14) definierten Matrix A® und bilden mit
ibr die Matrix

B=A4—4%, {16)
fur die wegen Gl (15) gilt -
B = A* — A
B — 4° A= }. {17)

Dann ld8t sich zeigen, daB B die Eigenwerte

0,245 ...,4,, (18)

“also die der Matrix A mit Ausnahme von A, = 1 besitzt, d.h. aber
lauter Eigenwerte vom Betrage << 1. Die Eigenvektoren der trans-
ponierten Matrizen A’, A’ und B’ sind die gleichen. Zunichst ist
ndmlich mit dem Vektor 8" = (1,1,...,1)

S'A:S' AA=1
§'A® =5’ J.AGO=1

s'(A—A°)=s'B=o9, Ag=0.
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Ist nun A & 4, ein Eigenwert von A und y zugehériger Eigenvektor
von A°, ¥ A =2y, so erhalten wir durch Rechtsmultiplikation mit
A% wegen (15)

YAA® =y A* =y A®
und, hieraus wegen 4 == 1: y' A = 0. y ist also auch Eigenvektor zu
A% mit einem Eigenwert 0. Dann aber folgt aus

ylA :Ay,
y’A"“ =0
YA—A")=yB=1y .

Die Matrix B besitzt also die Eigenwerte (18), deren Betrige simt-
lich << 1 sind. Fiir eine solche Matrix aber konvergiert, wie wir spiter
sehen werden (§ 20.3), die geometrische Matrizenreihe

B4+B+B ...,

das heiBt es geht
B =A"— A% >0 fiir y— oo,

womit unser Satz bewlesen ist.

o~ 1773, Schachbrettmatrizen

Hierunter verstehen wir Matrizen, deren Plitze ,sc/hachbrettartig von

Nullelementen und von im allgemeinen nichtversciwindenden Elementen

y besetzt sind. Dabei sjrid zwei Fille zu unter-

scheiden, je nachdem” die Diagonalelemente von
ull verschiedene gder Nullelemente sind.

auschen der Zeilen und entspre-

_

N

Abb. 17.1.
Schachbrettmatrix, t. Art

7

(19)

mit der s-reihigen s)-rei-

higen A,. Dabei j

s=un fiir gerades n

= s —1 fiir ungerades # .

schen der Spalten, wobel die




