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Axiomatischer Aufbau

Wie jedes Teilgebiet der modernen Mathematik wird auch die Wahrscheinlichkeitstheorie mengentheoretisch
formuliert und auf axiomatische Vorgaben aufgebaut. Ausgangspunkt der Wahrscheinlichkeitstheorie sind
Ereignisse, die als Mengen aufgefasst werden und denen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet sind;
Wahrscheinlichkeiten sind reelle Zahlen zwischen @ und 1; die Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu
Ereignissen muss gewissen Mindestanforderungen gentigen.

Diese Definitionen geben keinen Hinweis, wie man die Wahrscheinlichkeiten einzelner Ereignisse ermitteln kann;
sie sagen auch nichts dariiber aus, was Zufall und was Wahrscheinlichkeit eigentlich sind. Die mathematische
Formulierung der Wahrscheinlichkeitstheorie ist somit fiir verschiedene Interpretationen offen. Siche dazu die
Artikel Wahrscheinlichkeit, Bayesscher Wahrscheinlichkeitsbegriff, Frequentistischer
Wabhrscheinlichkeitsbegriff, Quantenlogik.

Definitionen

Konzeptionell wird von einem Zufallsvorgang oder Zufallsexperiment ausgegangen. Alle mdglichen Ergebnisse
dieses Zufallsvorgangs fasst man in der Ergebnismenge Q zusammen. Wenn ein bestimmtes Ergebnis eintritt,
spricht man von einem Ereignis. Das Ereignis ist als Teilmenge von £ definiert. Umfasst das Ereignis genau ein
Element der Ergebnismenge, handelt es sich um ein Elementarereignis. Zusammengesetzte Ereignisse beinhalten
mehrere Ergebnisse. Das Ergebnis ist also ein Element der Ergebnismenge, das Ereignis jedoch eine Teilmenge,
wobei diese Unterscheidung hiufig vemachlissigt wird. Damit man den Ereignissen in sinnvoller Weise
Wahrscheinlichkeiten zuordnen kann, werden sie in einem Mengensystem aufgefiihrt, der Ereignisalgebra oder



dem Ereignisraum X, einc Menge von Teilmengen von Q. Die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich dann als
Abbildung P des Ereignisraums in das Intervall [0,1] als Wahrscheinlichkeitsmaf3. Das Wahrscheinlichkeitsmal
ist ein MafB P: £ -[0,1] im Sinne der Maftheorie mit P(Q)=1.

Beispiel: Zwei Gliicksriider und ihre Wahrscheinlichkeitsriume

Das Tripel (Q, Z, P) wird als Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet.

In dem typischen Fall, dass der Wahrscheinlichkeitsraum aus den reecllen Zahlen besteht, muss beziiglich der
Zuordnung der Wahrscheinlichkeiten zu den Ereignissen zwischen einer abzahlbaren und iiberabzahlbaren
Ergebnismenge unterschieden werden.

Bei einer abzihlbaren Ergebnismenge kann jedem Elementarereignis eine positive Wahrscheinlichkeit
zugewiesen werden. Wenn Q endlich oder abzithlbar ist, kann man fir die o-Algebra I die Potenzmenge von Q
wihlen. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse aus € ist hier 1.

Ein Prototyp einer iiberabzihlbaren Ergebnismenge ist die Menge der reelien Zahlen. In vielen Modellen ist es
nicht méglich, allen Teilmengen der reellen Zahlen sinnvoll eine Wahrscheinlichkeit zuzuordnen. Als
Ereignissystem wihlt man statt der Potenzmenge der reellen Zahlen hier meist die Borelsche o-Algebra, das ist
die kleinste o-Algebra, die alle Intervalle von reellen Zahlen als Elemente enthilt. Die Elemente dieser o-Algebra
nennt man Borelsche Mengen oder auch (Borel)-meBbar. Wenn die Wahrscheinlichkeit P(4) jeder Borelschen
Menge A als Integral

P(A)= [ fx)dz

{iber eine Wahrscheinlichkeitsdichte f geschrieben werden kann, wird P absolut stetig genannt. In diesem Fall
(aber nicht nur in diesem) haben alle Elementarereignisse {x} die Wahrscheinlichkeit 0. Die
Wahrscheinlichkeitsdichte eines absolut stetigen WahrscheinlichkeitsmaBes P ist nur fast tiberall eindeutig
bestimmt, d. h. sie kann auf einer beliebigen Lebesgue-Nullmenge, also einer Menge vom Lebesgue-Mal 0
abgeindert werden, ohne daf P verdndert wird. Wenn die erste Ableitung der Verteilungsfunktion von P existiert,



so ist sie eine Wahrscheinlichkeitsdichte von P. Die Werte der Wahrscheinlichkeitsdichte werden jedoch nicht als
Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

Im Rahmen eines mafitheoretischen Aufbaus der Wahrscheinlichkeitstheorie wird der Begriff der
Wahrscheinlichkeitsdichte verallgemeinert zum Begriff der Dichte eines WahrscheinlichkeitsmaBes relativ zu
einem Referenzmal. Im oben beschriebenen Fall ist das Referenzmal gleich dem Borel-Lebesgue-Mal.

Axiome von Kolmogorow

Die axiomatische Begriindung der Wahrscheinlichkeitstheorie wurde in den 1930er Jahren von Andrei
Kolmogorow entwickelt. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf} wird durch die folgenden drei Kolmogorow-Axiome
definiert:

1. Fiir jedes Ereignis 4 aus Q ist die Wahrscheinlichkeit eine reelle Zahl zwischen 0 und 1: 0=PA)=1.
. Das sichere Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit 1: P(€2)=1.
3. Die Wahrscheinlichkeit einer Vereinigung abzihlbar vieler inkompatibler Ereignisse entspricht der Summe
der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse. Inkompatible Ereignisse sind disjunkte Mengen A,
A

, -} es muss gelten: P( AUAU-- )= Z P(A;). Diese Eigenschaft wird auch c-Additivitat

genannt,
Beispiel: Die Ereignisse beim Werfen einer Miinze mbgen Zah! oder Adler lauten.

m Dann ist die Ergebnismenge Q={Zahl,Adler}.
» Die Ereignismenge ist die Potenzmenge II(Q), also Z={{},{Zahl},{Adler},Q}.
= Fiir das Wahrscheinlichkeitsmaf} P steht aufgrund der Axiome fest:

w P({})=0;

w P({Zahl})=1— P({Adler}),

s P()=1.

9 &

Ergebnismenge und Teilmengen bei einem (nicht idealen) Minzwurf

Zusitzliches (auSermathematisches) Wissen ist erforderlich, um P({Zahl}) = P({4dler}) = 0,5 anzusetzen. Dies
kann ja durchaus von der Beschaffenheit der Miinze abhéngen.

Folgerungen

Aus den Axiomen ergeben sich unmittelbar einige Folgerungen:

1. Aus der Additivitit der Wahrscheinlichkeit disjunkter Ereignisse folgt, dass komplementire Ereignisse
komplementire Wahrscheinlichkeiten haben: P(Q\4) = 1-P(4).

Beweis: Es ist (Q \ A) LA = I sowie (Q \ A) NA= {} . Folglich nach Axiom (3):



P(Q \ A) + P(A) = P(Q) und dann nach Axiom (2): P(Q\ A) + P(A) =1.
Umgestellt ergibt sich: P (Q \ A) =1-PF (A), wie behauptet.

2. Daraus folgt unmittelbar, dass das unmdégliche Ereignis, die leere Menge, die Wahrscheinlichkeit Null hat: P
({H=0.

Beweis: Esist { } U = Qund {} NQ = {}, also nach Axiom (3): P({}) + P(Q) = P(Q), d. h.
nach Axiom (2): P({}) + 1 = 1. Hieraus folgt P({}) = 0, wie behauptet.

3. Fiir die Vereinigung nicht notwendig disjunkter Ereignisse folgt:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

Q

B\A

Beweis: Die fiir den Beweis erforderlichen Mengen sind im obigen Bild dargestellt. Die Menge A U B
kann danach als Vereinigung von drei disjunkten Mengen dargestellt werden:

AUB = (A\BJU(ARB)U(B\A)

Hieraus folgt nach (3): P(!—l | B} = P(A \ B) + P(A M B) + P(B \‘a .4)
Andererseits ist nach (3) sowohl

P(AJ = P(A \ B) + P(Aﬂ B) als auch

P(B)=P(ANB)+P(B\ A),

Addition liefert;
P(A)+ P(B)= P(A\ B)+ P(ANB) + P(AN B) + P(B \ A)
— P(AUB)+ P(ANB).

Unmstellen ergibt P (A UB :] =F (A:) + P ( B ) — P (A M B}, wie behauptet.

Die Siebformel von Poincaré-Sylvester verallgemeinert diese Behauptung im Falle # verschiedener (nicht
notwendig disjunkter) Teilmengen.



Spezielle Eigenschaften im Fall diskreter
Wahrscheinlichkeitsriume

Laplace-Experimente

Wenn man annimmt, dass nur endlich viele Elementarereignisse moglich sind und alle gleichberechtigt sind, d. h.
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit eintreten (wie zum Beispiel beim Werfen einer idealen Miinze {Zahl} und
{Adler} jeweils die Wahrscheinlichkeit 0,5 besitzen), so spricht man von einem Laplace-Experiment. Dann lassen
sich Wahrscheinlichkeiten einfach berechnen: Wir nehmen eine endliche Ergebnismenge (2 an, die die
Michtigkeit || = n besitzt, d. h. sie hat n Elemente. Dann ist die Wahrscheinlichkeit jedes Elementarereignisses

einfach P = —.
7

Beweis; Wenn |Q] = n ist, dann gibt es n Elementarereignisse E, bis E_. Es ist dann einerseits

Q) = E; U ... U E, und andererseits sind je zwei Elementarereignisse disjunkt (inkompatibel: wenn
das eine eintritt, kann das andere nicht eintreten). Also sind die Voraussetzungen fiir Axiom (3) erfiillt, und
es gilt:
PE)+..+PE)=PEL)=1

1
Da nun andererseits P(E) = ... = P(E,) = P sein soll, ist p « P = 1 und daher umgestellt: P =—,

=

wie behauptet.

Als Konsequenz folgt, dass fiir Ereignisse, die sich aus mehreren Elementarereignissen zusammensetzen, die
entsprechend vielfache Wahrscheinlichkeit gilt. Ist A ein Ereignis der Michtigkeit |A] = m, so ist A die

Vereinigung von m Elementarereignissen. Jedes davon hat die Wahrscheinlichkeit P = —,alsoist
_ Ti
. 1 i£1! )
P( A) = 97, - — = —— . Man erhilt also den einfachen Zusammenhang:
' T T

P-4

Bei Laplace-Versuchen ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses gleich der Zahl der fiir dieses Ereignis
giinstigen Ergebnisse, dividiert durch die Zahl der insgesamt mdglichen Ergebnisse.

Das nachstehende Bild zeigt ein Beispiel beim Wiirfeln mit einem idealen Wiirfel (Laplace-Wiirfel).

0 = (I EEBREEE}
H = {RBEB)
@) 2

_H o {EREBH 1
PH) = 10 " T BOEE® 6 3




Das Ereignis H = Hohe Augenzahl (5 oder 6) hat die Wahrscheinlichkeit '/;.

Ein typischer Laplace-Versuch ist auch das Ziehen einer Karte aus einem Spiel mit n Karten oder das Ziehen
einer Kugel aus einer Urne mit n Kugeln. Hier hat jedes Elementarereignis die gleiche Wahrscheinlichkeit.



(© Birkhiuser Verlag, Basel, 2002
Elem. Math. 57 (2002) 90 - 95

0013-6018/02/030090-6 [ Elemente der Mathematik

Die Riemannsche Vermutung

Jurg Kramer

1 Einfiihrung

In dem hier vorzustellenden Millennivmsproblem handelt es sich um eine zahlentheoreti-
sche Fragestellung aus dem 19. Jahrhundert, die seit ein paar Jahren auch iberraschende
Zusammenhinge zu anderen Gebieten der Mathematik und der theoretischen Physik er-
kennen ldsst. Die Problemstellung hat ihren Ursprung bei der Frage nach der Dichte der
Primzahlen im Bereich der natiitlichen Zahlen. Um den Leser in den Problemkreis ein-
zafiihren, wollen wir einfach beginnen. Wir bezeichnen mit N die Menge der natiirlichen
Zahlen, d.h.
N={0,1,2,3,...}.

Mit P bezeichnen wir die Menge der Primzahlen, d.h. die Menge aller natiirlichen Zahlen
grissser als Eins, die nur durch sich selbst und durch Eins teilbar sind, also

P={2,3,57,11,13,...,229,.. .}.

Wir erinnern nun an zwei Tatsachen, die vermutlich den meisten Lesern wohl bekannt
sind.

Das erste ist die Tatsache, dass jede positive natiirliche Zahl » sich bis auf die Reihenfolge
eindentig als Produkt von Primzahlpotenzen darstellen ldsst, d.h. es gibt Primzahlen
P1,. .., Pr und natiirliche Zahlen v, . .., &, derart, dass die Gleichheit

- ¥ . g
R=pp :.."pPr

besteht. Dies ist der Inhalt des sogenannten Fundamentalsatzes der Zahlentheorie, der mit
anderen Worten besagt, dass die Primzahlen die multiplikativen Bausteine der natiirlichen
Zahlen sind.

Als zweites erinnern wir an den Satz von Euklid, dass es nimlich unendlich viele Prim-
zahlen gibt. Dies sieht man leicht wie folgt ein: Man nimmt im Gegenteil zur Behaup-
tung an, dass es nur endlich viele Primzahlen py, .. ., pn gibt. Damit bildet man die (sehr
grosse) Zahl

m=p-...-pn+1.

Nun besitzt die natiirliche Zahl m einerseits mindestens einen Primteiler 4. Da die Zahl
m andererseits bei Division durch jede der Primzahlen py,...,py den Rest 1 lidsst, muss
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g#pi(j=14L..., N) gelten. Dies ist ein Widerspruch zo unserer Annahme und beweist
somit die Unendlichkeit der Anzahl der Primzahlen.

Nach dem Satz von Euklid gibt es also beliebig grosse Primzahlen. Dieser Umstand
spielt heute in der Kryptographie eine wichtige Rolle. Die gegenwirtig grosste bekannte
Primzah] der Form p = 2" —~ 1, eine sogenannte Mersennesche Primzahl, lautet

p = V46697 _ g,

sie hat mehr als 4 Mio. Stellen (siche [10]). Wiirde man alie Stellen avsdrucken, so
wiiren bei der hier gewihlten Schriftgriisse mehr als 1000 Ad-Seiten notwendig.

2 Die Riemannsche Zetafunktion
Fiir reelles oder allgemeiner komplexes s = o + it betrachten wir die Reihe

[« =]
1 1 1 1 1
E:;=1+¥+§+Zg+-§+... (1
n=1

Fiir = 0 und ¢ > 1 erkennen wir die aus den Grundvorlesungen der Analysis wohlbe-
kannte konvergente Reihe, die oft als Majorante herangezogen wird; fir t =Ound o = 1
erhalten wir die harmonische Reihe, welche bekanntlich divergiert, allerdings sehr lang-
sam. Betrachtet man nun die Reihe (1) als Funktion von s, so lisst sich das folgende dazu
festhalten: Die Reihe (1) konvergiert fiir Res = o > 1 absolut und lokal gleichmassig
und definiert dort eine holomorphe Funktion, die Riemannsche Zetafunktion ((s).

Fig. 1 Bemhard Riemann Fig. 2 Leonhard Euler

Mit Hilfe der Poissonschen Summationsformel beweist man weiter die Funktionalglei-

b
e 77520 (s/2)((s) = =~ IL((1 - 9)/2)¢(1 - 5); 2)

hierbei ist I'(s) die Eulersche Gammafunktion. Mit der Funktionalgleichung (2) zeigt
man, dass sich ¢(s) zu einer meromorphen Funktion auf die gesamte komplexe Ebene
C mit einem Pol erster Ordnung an der Stelle s = 1 mit Residuum 1 fortsetzen ldsst.
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Diese und weitere grundlegende Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion werden
z.B. in den Lehrbiichern [2] oder [6] dargestelit.

Die hervorragende Bedeutung der Riemannschen Zetafunktion fiir die Arithmetik wird
durch die beiden folgenden Resultate, die bereits durch L. Euler (1707-1783) entdeckt
wurden, deutlich:

(i) Die Riemannsche Zetafunktion besitzt fiir Res > 1 die sogenannte Ewlersche Pro-
duktentwickiung, d.h.
¢ =[Ja-p>""

peP
Die Giiltigkeit dieser Produktentwicklung sieht man unmittelbar ein, indem man
den Term (1 — p~*)~! durch die geometrische Reihe 3 o, p~™ ersetzt und dann
sukzessive das Produkt iiber alle Primzahlen bildet. Dabei erkennt man, dass das
Bestehen der Eulerschen Produktentwicklung fiir {(s} gleichbedeutend zum Fun-
damentalsatz der Arithmetik ist.

(ii} Als zweites erkennt man, dass der Satz von Euklid Giber die Unendlichkeit der
Menge der Primzahlen #quivalent zur Tatsache ist, dass ¢((s) an der Stelle s = 1
einen Pol hat. Mit Hilfe der Eulerschen Produktentwickiung ergibt sich némlich fiir
sl

iim{(s) = o0,
sl

d.h. das unendiiche Produkt )

==

peP 1 P

divergiert, was die Unendlichkeit der Menge [P zur Folge hat.

3 Die Primzahlfunktion

Da es also unendlich viele Primzahlen gibt, kann man versuchen, deren Dichte in der
Menge der natlirlichen Zahlen zu ermitteln. Dazu bezeichnen wir fiir positives, reelles x
mit w(x) die Anzahl der Primzahlen, die kleiner oder gleich x sind, d.h.

mx) =#{peP|p<x}.
Dies definiert eine reellwertige Funktion, die sogenannte Primzahlfunktion. Fir kieine
Werte von ¥ erkennen wir w(x) als Treppenfunktion (siehe Fig. 3); fiir grosse Werte
von x tritt der Treppenfunktionscharakter von m(x) in den Hintergrund, und es scheint
sich asymptotisch eine glatte Funktion zu zeigen (siche Fig. 4). Dieses Phinomen ist im
wesentlichen der Inhalt des Primzahlsatzes, der besagt, dass fiir x — oo die Asymptotik
x

T(X) o s

logx
besteht, welche mit Hilfe des Integrallogarithmus

T a

Lix)= { —
logt
s 2
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noch verbessert werden kann zu
m(x} ~ Li(x)

(siehe Fig. 3, 4). Dicser Satz wurde bereits von C.F. Gaull (1777-18335) vermutet, aber
erst im Jahr 1896 dorch J. Hadamard {1865-1963) und C. de la Vallée Poussin {1866—
1962) vollstindig bewiesen.

10 {x) 500 o
8 400 i —"",/’
6 300 . - — n(x)
4 - e X
200 22 - log(x)
2 100 77 —— Li(x)
5 10 5 20 25 30 x 1000 2000 3000 4000 Xx
Fig. 3 Primzahlfunktion x(x) Fig. 4 Primzahifunktion x(x)

Im Jahr 1949 fanden A. Selberg und P. Erdds (1913--1996) einen elementaren Beweis
des Primzahlsatzes, der weder die Riemannsche Zetafunktion noch die Funktionentheo-
rie verwendet (siehe [2], Chapter 1), Vor kurzem, im Jahr 1997, hat D. Zagier basierend
auf einer Idee von D.J. Newman einen sehr kurzen Beweis des Primzahlsatzes gege-
ben, der neben einigen sehr elementaren arithmetischen Tatsachen nur den Cauchyschen
Integralsatz heranzieht (siehe [9]).

Nach dem Primzahlsatz besteht also fiir die Primzahlverteilung die Formel

w(x) = Li(x) + R(x)
mit einem Restglied R(x), welches

R{x)
Li(x) 2—oc0

erfiillt. Nunmehr ist es natiirlich von Interesse, das Restglied R(x) in den Griff zu be-
kommen. Dies fiihrt uns endlich zu dem in diesem Beitrag vorzustellenden Millenniums-
problem.
Riemannsche Vermutung: Diese Vermutung besagt, dass das Restglied R(x) fiir x — o0
von der Grossenordnung

R(x) = O(v/xlogx)
ist.
Bis heute ist man noch weit davon entfernt, diese Vermutung beweisen zu konnen. Noch

immer ist E. Littlewoods (1885~-1977) Abschiitzung aus dem Jahre 1922 im wesentlichen
uniibertroffen. Seine Abschiitzung fiir das Restglied R(x) lautet

R(x)=0 (x e=C logxlngingx)
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mit einer positiven Konstanten C (siehe [2], Chapter III). Mit Hilfe der sogenannten ,Ex-
pliziten Formeln* der analytischen Zahlentheorie 14sst sich die Riemannsche Vermutung
als Vermutung iiber die Lage der Nullstellen von {{s) umformulieren. In dieser Form
hat B. Riemann (1826-1866) seine Vermutung urspriinglich festgehalten.

Aquivalente Formulierung der Riemannschen Vermutung: Abgeschen von den soge-
nannten ,trivialen Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion bei s = -2, -4, -6,
—8§, ... befinden sich sémtliche weiteren Nullstellen von ((s) auf der kritischen Geraden
{s e C|Res=1/2}.

Man findet die Original-Formulierung von Riemanns Vermutung in seinem Beitrag
..Ueber die Anzah} der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse” in den Monatsberich-
ten der Berliner Akademie vom November 1859 (siche [8], p. 180). Nach Einfihrung
der Funktion

&) = =0T (s(t)/2)(s(¢) ~ DE(s(8)

mits(#) = 1/2+it bemerkt Riemann dort: ,Man findet nun in der That etwa sovicle reelle
Waurzeln innerhalb dieser Grenzen, und es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzein reell
sind.”

4 Beweisansiitze

4.1 Klassische Ergebnisse. Zunichst weist man mit verhiltnisméssig elementaren Mit-
teln nach, dass die nicht-trivialen Nullstellen von ((s) im kritischen Streifen {s € C |
0 < Res < 1} liegen. Bezeichnet nun N(T') die Anzahl der Nullstellen s = o + it im
kritischen Streifen mit 0 < t < T, so war bereits Riemann die Asymptotik

N{T) ~ —log (%) (T = )

bekannt, welche ihn zu seiner Vermutung fithrte, da er experimentell in etwa ebenso viele
Nullstellen auf der kritischen Geraden fand. Einen wichtigen Beitrag zur Eingrenzung
der Nullstellen innerhalb des kritischen Streifens gelang E. Littlewood im Jahr 1922,
allerdings ist man damit noch weit von einem Beweis der Riemannschen Vermutung
entfernt. In den Folgejahren wurden im Zuge der Verbesserung der Computertechnik
vermehrt numerische Experimente zur Verifikation der Riemannschen Vermutung durch-
gefiihrt, Tn diesem Zusammenhang sind die eindriicklichen Ergebnisse von A. Odlyzko zu
erwihnen, der gegenwiirtig in der Gritssenordnung von 1022 Nullstellen der Zetafunktion
auf der kritischen Geraden berechnet hat (siehe [7]).

4.2 Altere und neuere Beziige. Die Riemannsche Vermutung hat E. Artin (1898-1962)
und A. Weil (1906-1998) zu analogen Vermutungen zur Kongruenzzetafunktion alge-
braischer Varietdten iiber endlichen Korpern veranlasst. Beginnend mit den Resultaten
von H. Hasse (1898-1979) in den 30er Jahren wurden diese Vermutungen in den 70er
Jahren durch P. Deligne vollstindig bewiesen, was als Evidenz fiir die Giildgkeit der
Riemannschen Vermutung gewertet werden kann.

Die neuesten Entwicklungen zielen darauf ab, die Nullstellen von ((s) bzw. £(#) als Ei-
genwerte eines unendlich dimensionalen Operators zu deuten, um dann die Riemannsche
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Vermutung mit Hilfe geeigneter kohomologischer Methoden {wie im Fall der Kongru-
enzzetafunktion) zu beweisen; diese Idee geht bereits auf D. Hilbert (1862-1943) zuriick
(siche [4]). Eine weitere, iiberraschende Entdeckung von C. Deninger bringt die be-
reits erwihnten ,Expliziten Formeln" mit der Theorie gewisser dynamischer Systeme
in Zusammenhang (siehe [5]). Schliesslich verweisen wir auf die ebenso tiberraschen-
den Verbindungen zur Physik, genauer zu chaotischen, quantenmechanischen Sytemen
{siehe [3]).
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Grundbegriffe

Aussagen sind dabei Folgen von Zeichen, die dhnlich wie ein Programm einer Programmiersprache einer
gewissen Syntax geniigen milssen und die mittels einer Semantik eine Bedeutung erhalten und sich dadurch in
wahre und falsche Aussagen unterteilen lassen (wobei zu einer gegebenen Aussage nicht notwendigerweise sofort
Xlar ist, ob sie wahr oder falsch ist), siche Formales System. Fiir gew®hnlich lassen sich dabei zu einer Aussage
auch leicht komplementire Aussagen derart konstruieren, dass entweder die Aussage selbst oder die
komplementire Aussage wahr ist, aber niemals beide zugleich.

Die Aufgabe einer formalen Theorie ist es dann, aus bestimmten Grundaussagen (Axiomen), die generell als wahr
angenommen werden, iiber allgemein akzeptierte Ableitungsregeln weitere wahre Aussagen abzuleiten. Eine
Folge solcher Ableitungen nennt man dann Beweis der entsprechenden abgeleiteten Aussage, da sie die
Allgemeingiiltigkeit der Aussage zeigt (siche Godelscher Vollstindigkeitssaiz). Im Idealfall witnscht man sich,
dass aus der Menge der Grundaussagen und den Ableitungsregeln alle wahren Aussagen abgeleitet, also bewiesen
werden kénnen. Ein derartiges System nennt man dann vellstiindig (andernfalls unvollstindig). Eine formale
Theorie sollte zudem auch widerspruchsfrei sein, das heifit es lassen sich keine falschen Aussagen ableiten.
Genauer formuliert, lassen sich nicht gleichzeitig eine Aussage und eine dazu (im obigen Sinne) komplementire
Aussage ableiten. Eine formale Theorie, die dem nicht geniigt, nennt man widerspriichlich.

Godels Satz

Der Mathematiker Kurt Gédel wies im Jahre 1930 nach, dass man in Systemen wie der Arithmetik nicht alle
Aussagen formal beweisen oder widerlegen kann. Sein Satz besagt:
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Jedes hinreichend mdchtige formale System ist entweder widerspriichlich oder unvollstindig.

Godels Argumentation lauft auf eine Abzéhlung aller Sitze innerhalb des formalen Systems hinaus, jeder Satz
erhilt eine eigene Nummer. Er konstruiert dann eine Aussage der Form: "Der Satz mit der Nummer x ist nicht
ableitbar" und zeigt, dass es eine Einsetzung flir x gibt so dass x die Nummer dieser Aussage ist. Insgesamt erhilt
er einen Satz der Form "Ich bin nicht ableitbar". Es gibt nun zwei Moglichkeiten: Entweder dieser "Sazz x" ist
wahr, dann ist er nicht ableitbar (genau das ist sein Inhalt: Ich bin nicht ableitbar!). Oder "Sa¢z x" ist falsch, dann
muss der Satz ableitbar sein und demnach wahr sein. Das ist ein Widerspruch; also kann dieser Satz nur falsch
sein, wenn das formale System widerspriichlich ist oder wahr, wenn das formale System unvollstindig ist.

Man beachte: Der Satz mit Nummer x und der Bedeutung "Satz x ist nicht ableitbar", ist damit bewiesen: Wir
vertrauen auf diesen Beweis, obwohl es innerhalb des Systems keine Ableitung gibt!

Damit obiger Ansatz funktioniert, muss das zugrundegelegte formale System also mindestens Zihlungen und eine
Multiplikation mit einer Konstanten grofler als 1 (flir Kodierungszwecke) erlauben. Fiir zu einfache Systeme gilt
der Unvollstindigkeitssatz daher nicht. Die Moglichkeit von Addition und Multiplikation sind ganz wesentliche
Eigenschaften in vielen Theorien, so dass hier dieser Satz gilt.

Normalerweise kénnte man sich dadurch behelfen, dass man fiir alle Sitze, die weder bewiesen noch widerlegt
werden kénnen, einfach definiert, ob sie als wahr oder falsch gelten und die Definition dem formalen System
hinzufiigt. Im neuen, erweiterten System existiert dann fiir diese Sitze ¢in Beweis, ndmlich einfach die
hinzugefiigte Definition. Lesen wir jedoch emeut den Satz, den Godel bewiesen hat, so sehen wir, dass auch hier
die Voraussetzungen erfiillt sind und somit auch das erweiterte System unvollstindig bleibt, da stets unbeweisbare
Sitze iibrigbleiben.

Bedeutung des Unvollstiindigkeitssatzes

Godel versetzte mit seinem Unvollstindigkeitssatz einem Ansatz von David Hilbert zur vollstdndigen
Begriindung und Formalisierung der Mathematik einen schweren Schlag. Dieser Ansatz ist als Hilberts Programm
bekannt geworden und wurde von ihm im Jahre 1921 veroffentlicht. Hilbert schlug vor, die Widerspruchsfreiheit
von komplexeren Systemen durch einfachere Systeme nachzuweisen. Hintergrund ist der, dass einem Beweis zur
Widerspruchsfreiheit eines Systems, der in diesem System selbst gegeben ist, nicht getraut werden kann. Der
Grund ist, dass sich aus einem Widerspruch heraus alles beweisen lidsst (Ex falso quodlibet), also liefie sich aus
einem Widerspruch im System auch die Widerspruchsfreiheit des Systems beweisen. Daher sollte die
Widerspruchsfreiheit in einem einfacheren System bewiesen werden.

Eine streng formalisierte Pridikatenlogik erster Stufe war eines von Hilberts Konzepten. Am Ende seines
Programms sollte die gesamte Mathematik auf die einfache Arithmetik zurtickgefithrt und auf ein axiomatisches
System gestellt werden, aus dem alle mathematischen Sitze streng ableitbar sind.

Godels Arbeit war durch Hilberts Programm motiviert. Er verwendete die von Hilbert vorgeschlagenen
Methoden, um seinen Unvollstindigkeitssatz zu zeigen. Gddel bewies auch den folgenden Satz

Ein System kann nicht zum Beweis seiner eigenen Widerspruchsfreiheit verwendet werden.

Godel hatte damit gewissermaBen Hilbert mit dessen Methoden gezeigt, dass der Vorschlag nicht funktioniert.

Die Folge daraus ist, dass man die Korrektheit von (gewissen) formalen Systemen als gegeben annehmen muss,
sie lassen sich nicht beweisen.

Ein anderer Ansatz, der uniiberbriickbare Liicken in Hilberts Programm nachweist, stammt von dem
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Mathematiker Alan Turing, Er erfand die Turingmaschine und formulierte deren Halteproblem.

Genauere Formulierung

Der Godelsche Satz besagt genauer, dass jedes Beweissystem fiir die Menge der wahren arithmetischen Formeln
unvollstindig ist (sofern man voraussetzt, dass die Arithmetik widerspruchsfrei ist - was, wie Godel auch zeigt,
nicht mit Mitteln der untersuchten Theorie allein bewiesen werden kann). Das heift:

In jeder formalen Theorie, welche mindestens so michtig wie die Theorie der natiirlichen Zahlen (Peano-
Arithmetik) ist, bleiben wahre (und falsche) arithmetische Formeln iibrig, die nicht innerhalb der Theorie
beweisbar (widerlegbar) sind. Paul Cohen bewies 1963, dass sowohl das Auswahlaxiom als auch die
Kontinuumshypothese auf Grundlage der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre formal unentscheidbar sind. Er fand
damit die ersten Beispiele mathematisch bedeutsamer unentscheidbarer Sitze, deren Existenz Gédel bewiesen
hatte.

Damit eine Theorie (in der Pridikatenlogik erster Stufe, PL1) die Voraussetzungen fiir die Unvollstindigkeit
erfiillt, muss gelten:

® Zu jeder durch etnen Ausdruck G(x) beschriebenen Menge ist das Komplement beschreibbar.

m Zu jeder durch einen Ausdruck G(x) beschriebenen Menge M ist die Menge M*={x|d(x)eM} beschreibbar;
Dabei ist d(x) die Diagonalisierung von x.

# Die Menge der beweisbaren Ausdriicke der Theorie ist durch einen Ausdruck der Form G(x) beschreibbar.

Nach dem Satz von Léwenheim-Skolem findet man zu jeder Theorie in PL1 ein Modell mit der Méchtigkeit der
Signatur. Fiir "normale" Theorien existiert also ein abzihlbares Modell, beispielsweise die natiirlichen Zahlen
(das heilit es ldsst sich flir jede Theorie in PL1 auch ein Modell finden, in dem die Objekte natiirliche Zahlen
sind). Die Idee von Go6del war, Formeln der Theorie selbst zum Objekt derselben zu machen. Dazu wurden die
Formeln giidelisiert, das heifit eine (bijektive) Abbildung von Formeln auf natiirliche Zahlen gebildet. Das kann
man zum Beispiel dadurch erreichen, dass jedem Symbol der Signatur eine Zahl zugeordnet wird, die dann
verkettet werden. Ordnet man der 0 die 7 und = die 2 zu, so ist die Gddelnummer der Formel (in dem Spezialfall)
0=0 die 12]. Die Verkettungsoperation ist einfach durch Exponentieren zu realisieren. Es lassen sich auch die
syntaktisch wohlgeformten, und schlieBlich die beweisbaren Formeln durch arithmetische Ausdriicke (Addition,
Muttiplikation, Exponentiation) beschreiben.

Die Diagonalisierung in Gdels Beweis ist nun eine Anwendung eines Ausdrucks P(x) auf die eigene
Godelnummer. Ist die Gédelnummer des Ausdrucks (und damit der Zeichenreihe) P(x} zum Beispiel 12345, so ist
die Diagonalisicrung der Zahl 12345 die Gédelnummer von P(12345) (selbstverstindlich hat eine Zahl, hier
12345, auch eine Godelnummer, die entsteht, indem man alle vorkommenden Ziffern gédelisiert).

"Besagt" der Ausdruck B(x) also, dass x ableitbar ist, und ist zum Beispiel 12345 die Godelnummer von B(x), so
ist “B(12345) eine nicht ableitbare Aussage. Diese Aussage besagt dann namlich: Die Formel mit der
Godelnummer 12345 ist nicht ableitbar. 12345 ist aber die Gédelnummer von B(x). Also sagt “B(12345): Ich bin
nicht ableitbar. Wenn PA korrekt ist, so ist dieser Satz wahr (in PA), aber nicht ableitbar,

Gédels urspriinglicher Beweis ging noch weiter. Er wollte Rickgriffe auf die Semantik, insbesondere die
Korrektheit, vermeiden. Deswegen bewies er seinen Unvollstindigkeitssatz unter der Voraussetzung der o-
Konsistenz: Eine Theorie ist @-inkonsistent, wenn ein Ausdruck mit einer einzigen freien Variable x existiert, fiir

den 2P (x) ableitbar ist, zugleich aber fiiralle n < ® - P (n) ableitbar ist.

Rosser erweiterte das Godelsche Resultat, indem er einen Unvollstiandigkeitsbeweis lieferte, fiir den nicht die
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Menge der Ausdriicke, deren Diagonalisierung beweisbar ist, beschrieben wird, sondern eine zu dieser Menge
disjunkte Obermenge der Ausdriicke, deren Diagonalisierung widerlegbar ist. Dadurch ist auch der Bezug auf die
w-Konsistenz iiberfliissig.

Gédels zweiter Unvollstindigkeitssatz ist eine leicht zu sehende Konsequenz aus dem ersten. Da Gédel
beweisbare Aussagen innerhalb der Pradikatenlogik formalisierte (beispiclsweise durch das Pradikat B(x)), lasst

sich auch folgende Aussage bilden: -B (_L) ,wobei | die Godelnummer von einer beliebigen Kontradiktion,

zum Beispiel —{) = (), ist. Die Aussage W = ﬁB(J_) "behauptet” die Nichtbeweisbarkeit einer
Kontradiktion, und damit die Widerspruchsfreiheit der gesamten Theorie (der Peano-Arithmetik). W istin PA
nicht beweisbar. Um die Nicht-Beweisbarkeit zu zeigen, wird eine Fixpunktkonstruktion verwendet. Sei g(x) die
Godelisierungsfunktion, 4 eine Aussage, B(x) ein Pridikat. 4 heiBit Fixpunkt fiir B(x), wenn

A<= B (g (A)) beweisbar ist. Uber einfache aussagenlogische Konstruktionen lisst sich beweisen, dass
W — A beweisbar ist, wenn 4 Fixpunkt von -B (3:) ist. AuBlerdem kann leicht gezeigt werden, dass, wenn
A Fixpunkt von — B (:]’:) ist, 4 nicht beweisbar ist, falls PA konsistent ist. Daraus folgt dann, dass ¥ nicht

beweisbar ist.

Durch diese erstaunlichen Sitze ist der Mathematik eine prinzipielle Grenze gesetzt: Nicht jeder wahre
mathematische Satz kann aus den wie auch immer gew#hlten Axiomen eines mathematischen Teilgebietes (zum
Beispiel Arithmetik, Geometrie, Algebra etcetera) formal abgeleitet werden.

Viel Verwirrung entsteht aus dem Zusammenhang der Godelschen Unvollstindigkeitssdtze mit dem Godelschen
Volistindigkeitssatz. Der Gédelsche Vollstindigkeitssatz besagt, dass in der Priidikatenlogik erster Stufe (PL1)
alle ableitbaren Sitze wahr, und umgekehrt alle wahren Sitze ableitbar sind, und damit, dass Syntax und
Semantik fiir die PL1 zusammenfallen.

Im Gegensatz dazu wird in den Unvollstindigkeitssitzen bereits ein Modell betrachtet, die Struktur der
natiirlichen Zahlen, die Pcano-Arithmetik. Die Unvollstindigkeitssitze sagen dann aus, dass in diesem Modell
wahre Sitze existieren, die in der Pridikatenlogik erster Stufe nicht abgeleitet werden kénnen. Da sie wahr sind in
PA, zeigt dies auch, dass die Peano-Arithmetik nicht in PL1 (bis auf Isomorphie) formalisiert werden kann.

Interessantes

Gédel nannte seinen Aufsatz Uber formal unentscheidbare Siitze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme I, weil er plante, einen zweiten Aufsatz zu verfassen, in dem er den Beweis genauer erldutern wollte. Der
erste Aufsatz fand jedoch bereits so groe Anerkennung, dass der Bedarf fiir einen zweiten entfiel, der daher auch
ni¢ geschrieben wurde.

Konkret bezog sich Godels Aufsatz auf die Principia Mathematica, ein grofles formales System, das Bertrand
Russell und Alfred North Whitehead zwischen 1910 und 1913 ver6ffentlichten. Godel zeigte jedoch auf, dass
jedes System mit der gleichen Miachtigkeit wie die Principia Mathematica ebenso anfillig ist.

Weiterhin konnte Gerhard Gentzen zeigen, dass eine konstruktive Mathematik und Logik durchaus
widerspruchsfrei ist. Hier zeigt sich ein Grundlagenstreit der Mathematik. Der Philosoph Paul Lorenzen hat eine
widerspruchsfreie Logik und Mathematik erarbeitet (Methodischer Konstruktivismus}, und sein Buch
Metamathematik (1962) eigens geschrieben, um zu zeigen, dass der Godelsche Unvollstindigkeitssatz keinen
Einwand gegen einen widerspruchsfreien Aufbau der Mathematik darstelit.

Eine interessante und relativ leicht verstindliche Erklirung von Godels Satz und seinen Implikationen gibt das
Buch "Gédel, Escher, Bach” von Douglas Hofstadter.
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