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Einige Bemerkungen zur Diracschen Theorie
des relativistischen Drehelektrons.

Einige Eigenstimften des Diracschen Drehelekirons werden piher—dfia ysiert, und
gwar die Natur der monochroiiatischen-dq Broghie=Wellen, die Transformations-
eigenschaften der vier w-Komponent®d, sowie der Energie om-Vektor (dessen

Zeitkomponente die Wahrscheinlichkeit ist *).

ﬂo,‘,\_ {/\!-b-&

e Einleitung.

I Herr P. A. M. Dirac hat in einer kiirzlich erschienenen Arbeijt **
eine neue Behandlungsweise des quantenmechanischen Einkdrperproblems
vorgeschlagen, bei der gewisse Mangel der bisherigen relativistischen
Einkorper-Gleichung** auf einfache und befriedigende Weise behoben
wurden. Sein Ansatz ermoglichte aber nicht nur die Behebung der genannten
(relativistischen) Mingel, er ergab vielmehr anch — wie er L ¢. zeigte —
ganz von selbst die bekannten Spin-Eigenschaften des Elektrons: namlich

. . h . .
sein mecbanisches Drehmoment —, sowie seine magnetischen Momente

4x
A h ..
te . _ im ,inneren* bzw. ,#ulleren* Felde¥+**. (~0 L\a—t—(
S8amec 4xme

I
¥ 10;racschen Theorie 146t wohl
mit ihr wesentliche Merkmale des

¥ Dieser iiberwiltigende
kaum Zweifel i

eziehung,

orrektur. In einer ingwfschen erschienenen Arbeit
8) hat Herr Dirac ded erwihnten divergenzireien
Da unsere Methpfle von der seinen verschieden

* Zusatz bei de
(Proc. Roy. Soc. 118, 351,
Stromvektor gleichfalls aufgeste
ist, und gleichseitig eine néihere
Eigenschaften der 3 gibt, sind die
vielleicht doch nicht ochne Interesse.

** Proc. Roy. Soc. 117, 610, 1928.
*+* Nimlich die von Fock, Gordon
anlgestellte Wellengleichung

S (22
= \2ad dx,
wobei w,, x,, ®; die drei ripflichen Koordinaten sind
¢y, @y, @y, &, sber das elekfromagnetische Viererpotential {

Phys. 40, 117, 1926; dort

4 ird sie auch niher diskutiert
*** Vgl. Dirac, L c.

zw. 8. 619, 620, 624.
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o, = icl ist, li
Py, P reell, I
@, rein imagindr). Mit dieger behandelte Gordon den ComptoneMekt, Z8. [. I
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424 Einige Bemerkungen zur Diracschen Theorie usw,

relativistischen' Verhaltens von »Massenpunkten* erfaft sind (wend
auch moch gewisse, von Dirac mit voller Schirfe hervorgehghene tnd
gleich zu\pennende Schwierigkeiten zunichst fortbestehen)” und eg ;
daher wohl “wagezeigt, sich mit den Konsequenzen dersefben im Dety
auseinanderzusdtzen. Denn die heutige ,Transfo pdtionstheories g,
Quantenmechanik\jst ihrem Wesen nach (im besogderen im ihr ZUgrundy
liegenden Wahrschelx ichkeitsbegriff) eine unrels ivistische, auf dep Ides
der objektiven GleichzeMjgkeit beruhende **: ist daher notwendig fegs]
zustellen, wie sie sich mter dem Einfly eines durck und duorch relg
tivistischen Modells vom , M2 enpunky? verwandelt. , i

AuBerdem ist in die DiracscheTheorie ein unangenehmes Erbsttick agy
der fritheren (vgl. Anm.*** S.868)4el} {vistischen Gleichung mitgekommen:
nimlich die Unbestimmtheit dés Vorze] qens der Ladung des Elektrons,
bzw. der Richtung des Zé&itablaufs (diese\yerursacht es, daf Diracs
Wellenfunktion nicht vefi zwei Wellenfunktioden im Schradingerschen
Sinne — wie es dagAuftreten des Spins erforfern wiirde — gebildet
wird, sondern vogAier)*** Auch die Rolle dieser Komplikation soll uns ]
beschaftigen, wefin wir auch keineswegs in der Lage sing, sie erschipfend
zu behandely

Zum/Schlusse will ich noch darauf hinweisen, daB ich beim Ent-
stehen dieser Arbeit wesentliche Anregungen in Gesprichen mYt Herm'
P. J6rdan und E. Wigner in Gittingen empfangen habe, denen ich .

higr wirmstens danken mochte,
e

Allgemeines.

Monochromatisch-ebene Wellen in der Diracschen Theorie.

Il. Diracs Theorie beruht bekanntlich auf dem folgenden Prinzip:
Die alte relativistische Gleichung (obne Kraftfelder!)

@ +err— T el =0

* So x. B., dafl der Spin j materiellen Gebilds such dem Proton, sus
relativistischen Griinden ;
“Wahrscheinlichkeit (der Koordinaten-
in der Wellentheorie Schridingers die
gadichte entspricht™ und diese ist keine relativistische Invarisnte,
Zeitkomponente «fnes Vektors,
*+ Vel Dirae, I
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Einige Bemerl ungen zur Diracschen Theoric usw. 425

h 0 h 0
. di . e
(p, ' W sind die Impuls- und Energieoperatoren 5xi 0z 2midg

___L.g;, P dii) ist unbefriedigend, weil sie’ von zweitem Grade in
2zt

der Zeit ist, sie kann aber durch die folgende ersetzt werden:

w ,
(1o + e+ pr oy mei) v =0,

wenn die ¥, Py ¥y ¥, solche Operatoren sind, die nicht auf z, y, 2, t ope-
rieren, und den Gleichungen '
?: =1, (k = 1,2,3,4),

it nrp=0 (k +1, K1=1234),
geniigen. Daher muf es weitere Variablen ¢ geben, auf die die p, ope-
deren. Wenn § nur endlich vieler Werte fahig ist, so sind die
y;, Matrizen mit entsprechend viel Zeilen und Kolonnen — die kleinste
Zahl, fiir die die obigen Bedingungen der y; erfitllbar sind, ist aber vier.
Somit ist ¢ vierwertig, und die p; vierdimensiopale Matrizen.

Dirac zeigte, daB es solche Systeme.p, gibt, und zwer im wesent-
lichen mur eines: wenn y; ein solches System ist, so entstehen alle
anderen derartigen Systeme y; durch

yr = A" 4, (k= 1,2,3,4),
wo A eine beliebige (vierdimensionale) Matrix ist*.

Wenn ein Feld da ist, so sei @,, @y Py @, = iV das Vierer-
potential **, dann gewinnt Dirac seine Gleichung aus der feldfreien
durch Ersetzen von p, g, r, W mit

e e e
p——(—}dﬁ,, q—-;di,, r—;di,, W—eV,
aleo auf die @ibliche Art:
e ¢ e
[(o—te) +ns—5o:) £ e =52,

+y‘E:—i-f-K —[—mci]di = O,

Von dieser Gleichung wollen wir zunichst die monochromatiseh-
ebenen Wellenltsungen angeben, d. h. die kraftefrei mit gegebenem

* Vgl.Dirge, L. c. §3.

& D D/ Dy, V oreel), fir & = & =/ Py = 0 ist V das gew
elektrostatisghe Potential.
** Wefn man mciy-aul die linke Heite schalft und quadri
man njefit, wie im feldireien Falle, xfir frilheren relativistischen

:!'-te vielmehr die Spinglieder auf @ c. 8.619), die dem ,Rufer

leichung, e8
¢ magnetischen

o
TPy r—




426 Einige Bemerkungen zur Diracschen Theorie usw.
Impuls beweglichen Elektronen beschreiben.
auf die eingangs erwihnte Schwierigkeit des Ladungsvorzeichens fallen,

sowie die dem Spin entsprechende Polarisation der de Brogliewelley,
GMOL (nach C. G. Darwin) in Evidenz gesetzt werden.

Die Wellentunktion ¥ bingt von den Variablen T Y,z ¢

Dabei wird einiges Licht |

“ab:

= v (@yet; §),
wo § nux, der vier Werte 1, 2, 8, 4 fahig ist; wir werden dahef die Ab-
hiingigkeit\yon ihm durch einen Index andeuten:
Y(ryet; ) = Y (zyet),
derart, daB ) vier gewdhnliche (Raum-Zeitliche) Wellenfdnkt;

¥y ¥, entspreche Wir kinnen daher ¥ anch als
allein abhi:ngigen

AN A g bt

onen ¥, y,,

Por qo: LY W‘-, ist also

WO b ein (konstante;, komplex-vierdime
friedigt er die kriftefreie Dirac sche

(Po ?;1 T Gy + To¥s

sein, hier handelt es sich aber

Problem: Py 9 Ty -GW—:“ »mci/sind  gewthnliche
Matrizen ¥*

, di i m reellen, sufillig auch vierdime
e, der ,Welt*, zu verwechsein!

g

Eh g28%
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werden? er vorhergehende Teil der Untersuchung liefert ein

Rechenverfa, en, um aus den Koeffizienten #,, ..., %ra das stante Glied
1, 20 bestimmen abei wird sich fiir 7' eine nur von k, 2

Schranke ergeben.
(11)

herauskommen; auch die tretende Schranke hangt offenbar nur von
k, n, } ab. Allein im speZiellen Fallowk= 1, f = 1 bei geradem » werden die
gich ergebende Ziden oberen Schrankei~auch noch von der Diskriminante
ob dies wirklich notwendig ist, dahingestellt bleiben.

\
2. Algebraische Approximation elliptischer Modulformen

Unter einer elliptischen Modulform vom Gewichte A wird eine in der oberen
Halbebene regulire Funktion ¢(2) verstanden, welche die folgenden beiden
Eigenschaften besitzt: Unter den siamtlichen Transformierten

(12) parle) = (07 + Do), = 3)
bei allen Modulsubstitutionen
«_ O% + b
T ez4d

gibt es nur endlich viele verschiedene Funktionen, und keine von ihnen hat in
ihrer Fourierschen Reihe ein Glied mit negativem Exponenten. Dabei wird 4
als natiirliche Zahl oder 0 vorausgesetzt; ferner sei die Anzahl m der verschie-
denen Transformierten als Grad von ¢{z) bezeichnet. Ist m = 1, also

ou(2) = @)

bei allen Modulsubstitutionen, so moge ¢(2) eine absolute Modulform genannt
werden ; dafiir wird aber im vorliegenden Abschnitt von nun an kurz Modul-

form gesagt, da keine anderen suftreten.
Fiir den Rang r, = 7 der linearen Schar aller Modulformen vom Gewichte

A gilt » = 0 bei ungeradem 1 und

(13) r= [é] (A=2(mod12)),  r=|f|+1 (45 2(mod12)

bei geradem A. Eine Basis ergeben die r Potenzprodukte
(14) G, = GiGE (4o + 68 = 1)

mit nicht-negativen, ganzen rationalen a, § und

G, =1+ 240 3, 03(n)g", Gy=1—0504 Y as(n)gr, g = €

n=1 n=1=1

(15) ox(n) = 3, &*

din

k,n=12...).
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Bei festem A seien die r Funktionen in (14) mit y;, ..., %, bezeichnet, wobei
etwa nach wachsenden Werten von « geordnet werde.
Ist

o

= 2 a.q"
neo
eine Reihe nach Potenzen von g, so seien fir ¢t =0, 1, 2,... die Partial-
summen
t—1
E a‘nqﬂ = (f)‘
n=210
gesetzt und Abschnitte von f genannt. Bekanntlich sind nicht nur y,...,y,
nach Definition linear unabhingig, sondern bereits die r Abschnitte (y,),
(k=1,...,7)., Nimmt man noch die konstante Modulform y,=1 vom
Gewichte 0 hinzu, so sind aber auch wieder die r + 1 Abschnitte (y)n,
(¢k=0,1,...,7) linear unabhéngig, wie in einer vorangehenden Unter-
suchung gezeigt worden ist. Es handelt sich weiterhin um eine Verallgemeine-
rung dieses Resultats.
Es seien m und g gegebene natiirliche Zahlen, von denen g gerade ist. Man
nehme jetzt A =Igmitl=10,1,2,...,m und bilde die Basiselemente G, fir
die Modulformen der Gewichte 0, g, 2¢, . .., mg, bei denen also jeweils

4x + 65 =1g
wird. Thre Anzahl werde mit & 4 1 bezeichnet, so dall

1=0,...,m

m m
(16) At l=r,=1421,
=0 =1

wird. Der triviale Fall A = 0 tritt nur bei m = 1, g = 2 ein, und es sei weiter-
hin &= 1. Die A + 1 Modulformen G,; mogen durchlaufend wieder mit
Yos 71» - - -» ¥a bezeichnet werden, wobei nach wachsendem Gewicht geordnet
sei und bei gleichem Gewicht nach wachsenden Werten von «, so daf also
yo = 1 ist und die Bezeichnung fiir m = 1 mit der fritheren iibereinstimmt.
Die Funktionen y, (k = 0, ..., k) sind wiederum linear unabhingig, und es
erhebt sich die Frage nach der kleinsten Zahl ¢, fiir welche bereits die b 4 1
Abschnitte (y,), voneinander linear unabhingig sind. Es ist klar, daB ¢ =k +1
gein muB, und im Falle m = 1 ist nach obiger Bemerkung auch genau t=~h -+ 1.
Allgemein wird die folgende Aussage bewiesen werden.

Satz 1. Es ist
(17) t < §migd

Im Falle m = 1 liefern (13) und (16} die Abschiatzungen

=1, ns[gl+154 pr1d+1<ge

wonach wej
m > 1 ist ¢
Im Verlauf
ergeben, di
Werte von
t filr m >

Die Aus:
man die I

(18)

vonh-+1
02l <!
ys bilden 1
- determina
Zahlen, u
Dabei mi
haben. D
niigend g
alle n =
Wert t v

Satz 2.
(19)

Auch
Schrank
zu Satz
die funl
der arb
samtlic

Sind
tionen «
A< B
Reihe

(20)

gesetzt
Hilf

(21)
Be-~




, wobel

2artial-

-2 ¥r
€ (7.\:)1'
! vom
(Ya)raa
Unter-
meine-

t. Man
Qg fiir
ils

. m)

weilter-
ET mib
ordnet
3 also
timmdt,.
und es
R4+1
>h+1
b1,

105

wonach wegen £ = h + 1 die schwichere Aussage (17) folgt. Auch im Falle
m > 1 ist die in (17) gegebene obere Schranke von ¢ nicht die bestmdgliche.
Im Verlaufe der Untersuchung werden sich bessere Abschitzungen von i
ergeben, die aber kompliziertere Gestalt haben und doch nicht zum genauen
Werte von ¢ als Funktion von m und g fiithren. Die wirkliche Bestimmung von
t fiir m > 1 bleibt als schwieriges Problem offen. R

Die- AUSsage vomrHa far i elne andere Form gebracht werden, indem
mamdie Determinanten

(18) D=D(lo,ll,...,lh)

von k4 1\Reihen einfithrt, die sich aus den Koeffizienten von ¢ (4= 0, ..., h;
0=, <l % - < 1,) inden Fourierschen Reihen der Funktiongn y,, ;. ...,
v, bilden lassey. Bei jedem festen 7, = » — 1 = A mégen diese D/als Abschnitts-
determinanten \der Ordnung = bezeichnet werden; es sind/ganze rationale
Zahlen, und es s¥ d, ihr groBter gemeinsamer Teiler fiir al}¢ Ordnungen < n.
Dabei mige d, =‘po gesetzt werden, wenn alle D mit/], < n den Wert 0
baben. Die lineare Bpabhingigkeit von y,, .. ., ¥, besagt, dafl d, fiir alle ge-
niigend groBen n endbch ist; nach der obigen Defiption tritt das genau fiir
alle n = ¢ ein, und Satx 1 liefert eine obere Absghitzung fiir den kleinsten
Wert, ¢t von n. Die folgende Aussage gibt eine Abschitzung von d, selber.

Safz 2. Hs st

(19) % < (mgyr’.

Auch bei dieser Ungleichung i% adf eine schérfere, aber kompliziertere
Schranke verzichtet worden. Der Bg{yeis von Satz 2 wird sich leicht aus den
zu Satz 1 fithrenden Uberlegunged erdeben. Beim Beweise von Satz 1 wird
die funktionentheoretische Natyf der y,’eine Rolle spielen, sowie aulerdem
der arithmetische Charakter/der Fourierd¢hen Koeffizienten, die némlich
simtlich ganz rational sing/

Sind A = A(q) und B/ B(g) zwei bel ¢ =N\) regulare analytische Funk-
tionen der komplexen VAriablen g, so wird in {iblidher Weise durch die Formel
A < B ausgedriickt, daB in den Entwicklungen Rach Potenzen von g die
Reihe fiir 4 durch Mdie fiir B majorisiert wird. ZurMbkiirzung wird noch

(20) y =Y 14401 (3)
gesetzt, wonagh 1 <y < 7 ist.
Hilfssatz A, Es ist
(21) ye < (y(1 — @)™ (k3 1,...,A)
Beyfeis. Fiir die in (15) erklirte Summe o,(n) gilt die Abschatyung
ox(n) = 3, d* = n* Y, d* < n*{ (k) k=23,...).

aln din




This is a rather old text (by Riemann), containing one
of the most famous sentences in mathematics. Here are a
few clues translating old German to modern German.

Theil= Teil (Mittheilung=Mitteilung, Bestandtheil=Bestandteil)
Function=Funktion

convergiren= konvergieren

Werth=Wert (Unstetigkeitswerth=Unstetigkeitswert, einwerthig=einwertig)
That=Tat
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