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German Exam Fall 2006

Translate as much as you can from any of the three sections,
starting at the beginning of the text.

Der Begriff der Grenze.
Vou

H. Sremvmavs in Jaslo (Osterreich).

Die Aufgabe, die hier behandelt werden soll, ist, ein moglichst ein-
faches System von Axiomeu anzugeben, mit deren Hilfe man die Begriffe
»Orense und ,konvergenie Folge“ definieren kann, obne die ziemlich
komplizierten Ungleichungen der tiblichen Définitionen einzofiihren.¥)

Wir werden zeigen, daB die gebriiuchliche Definition unseren Axiomen
geniigt, wnd daB sie die einzige ist, die es tut; die Haupisache aber
wird in der Uniersuchung der Unabhingigkeit der Axiome liegen; die
gewonnenen Resultate werden zeigen, daB man unser System durch kein
einfacheres ersetzen kann. Zu diesem Zweck werden wir ,Pseudokonver-
genzen® konstruieren, nach der Methode, die seit den Arbeiten Hilberts
iber die Grundiagen der Geometrie klassisch geworden ist. Am Schlusse
kommt dss eigenttimliche Verhalten der einfacheren Systeme zur Sprache.

§ 1.
Definitionen.

Wir gehen hier nicht rpdher auf die fibliche Definition der Gremze
und der konvergenten Folge ein, wir heben nur hervor, daf wir nur
unendliche Folgen behandeln, und ferner, daB wir mit dem heutigen Ge-
branch fibereinstimmend die ,gegen nnendlich konvergenten Folgen® immer
als divergent bezeichnen werden. Wenn eine Folge

{s.0=68,8%,8, "8,
die Eigenschaft hat, daB alle ihre Glieder, absolut genommen, kleiner sind,
als eine feste Zahl N, werden wir sie als beschrdnkf bezeichnen. Wenn
eine Folge {5} eine konvergente Teilfolge {2,] enthilt, so nennen wir

den Grenzwert der letzteren eine Teilgrenze der Folge {s,}. Um Mibver-

") Wir meinen hier die logische Finfachheit und logisthe Kompliziertheit; fiir
die Anwendungen bleibt die gebrinchhiche Definition immer die einfachste.
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stindnissen vorznbeugen, erinnern wir noch daran, daB wir uns anf reelle
Zahlen beschrinken wollen.

Die Worte konvergent, divergent, Grenzwert werden in der Folge nur
‘in dem fiblichen Sinne gebrancht, ebemso die Schreibweise a = lim {a,}.

n=o0

Wir betrachten nun die Menge Q aller mdglichen Folgen und wihien
eine Untermenge M dieser Menge; einer jeden Folge {a,}, die zn B ge-
hort, soll eine und nur eine endliche Zahl a entsprechen; a wird dadurch
eine Funktion von abzihlbar vielen Variablen o =f[{a,}] oder kiirzer
geschrieben

a=fl{a,}.
Wir unterwerfen die Menge M und die Funktion f gewissen Bedingungen,
die wir Awiome nennen. Durch diese Bedingungen werden eine oder
mehrere Mengen M mit den entsprechenden Funktionen implizit definiert
werden: wir sagen, daB wir damit ein Summationsverfahren definiert haben,

8§ 2.
Die Axiome.

Unser vollstindiges System besteht ans den sieben folgenden Axiomen:

1. Wenn eine Folge {a } zn M gohirt, gehdrt eine jede Teilfolge
von {a,} zu M.

2. Womn {a,} and {b,} zu M gehoren und {b,} eine Teilfolge der
Folge {a,} ist, so ist fla,}=7{8,].

3. Wenn {a,} za B gehtrt, so gehdrt auch {k+a,} = M.

4. Wonn {a,} und {5,} zu M gehtren und a, - k=23, ist (fiir alle u),
o ist F{B,) =k + f{a,}.

8. Wenn alle a, positiv sind, so ist f{a,} nicht negativ.

6. Wenn alle o, negativ sind, so ist f{a,} nicht positiv.

7. Wenn M’ eine Menge von Folgen bezeichnet, die mit einer ent-
sprechenden Funktion f° ein den vorhergehenden Axiomen gehorchendes
Summationsverfahren definiert, so ist M’ entweder mit M identisch, oder
eine Untermenge von M.¥)

Man sieht unmittelbar, daB man die Bedingungen 128456 erfills
haber wird, wenn man fir M die Menge aller konvergenten Folgen nimmt —

diese Menge wollen wir immer mit M bezeichnen —, wnd f{g,}=lim {a,}

setzt. Es wird aber auch 7 erf@illf sein. Es sei nimlich T ein Sumomations-
verfahren, I die zngehdrige Menge und ¢ die zugehdrige Funktion; wenn TT
den Axiomen 123456 gehorcht, so gelten die beiden folgenden Sibze:

*) Bin , Vallstandigkeite-Axiom®.
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«) Fiir alle konvergenten, eu T gehirenden Folgen {a,} ist
¢{an}=£?n{an}'

Es sei u=]im{aa}; ple,}—a«=4¢ 3 und 4 geben:

ple,—e+8l=ple}l—a+t+06=5+0; @lo,—a—d}=:—2.
Sei § eine positive Zahl; die Gleichung « = lim {&_} belehrt uns, daB
{e, + 6 — &} unendlich viele positive Glieder enthilt, und 125 sagen aus,
daB & + 8 = ¢ {, —a + &) nicht negativ ist; {e,—d& —«} hat unendlich
viele negative Glieder, und aus 12 6 folgt, da e— & =@ {a, — § — ) nicht
positiv ist. Ds aber J eine belichige positive Zahl ist, so folgt
£=0, oder gl }=ae=lim{a} w z. b.w
ﬁ) I kann keine divergenten Folgen enthalten. Eine divergente Folge
hat immer wenigstens eine der drei folgenden Elganschaften entweder
hat sie zwei verschiedene Teilgrenzen, oder sie enthilt eine Teilfolge mit
positiven Gliedern,-die unbegrenzt wachsen, oder eine Teilfolge mit nega-
tiven Gliedern, deren absolute Beirige unbegrenzt wachsen. Sei {4} eine
divergente Folge, die zu I gehtrt; enthielte sie zwei Teilfolgen {a,}, {8,},
die gegen verschiedene Grenzen konvergierten, so hitfen wir:
{a,} und {b,} gehiren zu I (nach 1),

9(d,) = 9la,), 9{4,) = p{b.] (oach 2),
9la,)=lim (.}, (b} = lim (b,} (aach Satz ),

was der Voraussetzung lim {a, }<4-Iim {b,} widerspricht. Enthielte {d,} eine

Teilfolge mit unbegrenzt wachsenden positiven Gliedern, so wiirden wir
setzen d = @{d,); 3 und 4 ergeben dann:
—1=9pf{d, —d—1}.

Nun enthdlt 4, —d — 1 sicher eine Teilfolge {p,} mit laufer posifiven
Gliedern; 1 und 2 lassen schliefen:

pin}—old—d—1j=—1,
wag_dem Axiom 5 widerspricht. Analog erledigt man den dritten Fall
Somit ist 8) bewiesen,

Aus diesen Sitzen folgt, daB das der gewdhnlichen Konvergenz ent-
sprechende Summationsverfahren § anch dem Axiom 7 genigh Denn
der Satz B) sagt, daB, wenn ein Sammationsverfahren die Axiome 123456
befriedigt, die zugehdrige Menge micht dber M hinausreicht, Dies ist aber
gerade, was wir beweisen, wollten. — Wir wissen jetzt, daB 8 das System
1234567 befriedigt. Ist es das einzige Summationsverfahren, welches
dieses leistet?
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¢ saght uns, daB nur eine Menge sulissig ist; da wir aus dem
Vorhergehenden wissen, daB diese Menge M ist, folgt die Definition von {
(der entsprechenden Funktion) chne Zweidentigkeit aus 128456 und «).
Die Frage ist also zu bejohen und damit ist die Aquivalens umseres
Aziomsystems mit der gewdhnlichen Definition der konvergenten Folgen wnd
der Grenze erwiesen.

g3
Die Unabhingigkeit der Axiome.

Zunichet sechen wir, daB das System 123456 nicht genfigh, wm
daraus das der gewdhnlichen Konvergenz entsprechende Summationsver-
fabren § abzuleiten. Um dies zu zeigen, nehmen wir fir M die Menge
aller Folgen {k}=k, %k, k,-- % --- und setzen f{k}=12% Das so ge-
bildete Bummationsverfahren erfillt 7 nicht, obwohl es 123 456 erfiillt.
Man kann ebenso leicht zeigen, dab keines der sechs ersten Axiome eine
Folge der funf dbrigen ist.

Definieren wir die Menge M und die zugehdrige Funktion,

als bestehend ans: wie folgt:

() allen Folgen der Form {k + 2%], f{k-l- gln}= k,
(8) allen Folgen {a,}, flo) = a,
{y) der Folge {2—];-} mit ihren simtlichen

Teilfolgen, f = 0,
(8) simtlichen konvergenten Folgen, fla,} = 2lmjal},
Q) ”» » » © f{a,) =——1+1i:1:n{ﬂ,,},
(g) » » » f{an} =+1+’1‘iﬂ{a¢;}'

Wir haben damit sechs Summationsverfahren konsiruiert und wir
fiberlassen es dem Leger zu verifizieren, daB das Summationsverfahren

(«) dem System 23456 geniigh, ohne 1 zu geniigen,
(ﬁ) b " 1 3 4 5 6 »n ” 2 » » 2

(7’) » 7 12456 _ » ’
@ » 12356 Y ?
(&) » » 12346 w9 n P
&) » » 123456 s B "
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Gehen wir jetzt 7om Axiom 7 fiber. Sein Inhalt variiert mit den vorker-
gehenden Axiomen, und man sollte eigentlich schreiben 7 = 7(123456),
um dieses hervorznheben. Man kann #. B. nicht a priori behaupten, daB, wenn
1234567(128456) erfillt sind, auch das System 123457(12345)
erfilllt sei (dieses wire sogar in unmserem Falle falsch). Die Schwierig-
keiten, die damit verbunden sind, werden durch den folgenden Satz be-
seibigh: ’

Das Summationsverfakren S geniigt keinem der Axiomsysteme I, II,
HIL IV, V, VI der beigefiiglen Tabelle

I 234567(23456)
IL 134567(13456)
O 124567(12456)
IV. 1235867(12856)
V. 123467(12346)
VI 123457(12345)
Und zwar:
S geniigt nicht dem Systeme

I, weil man ein Summationsverfahren ST herstellen kann, bei welchem
die zugehdrigo Menge M™ aus M und aus allen Folgen {a,} besteht,
die die Eigenschaft haben:

=0y <8 <<y

wobei die a, unbegrenst wachsen; fiir diese Folgen definiert man f*{a,} =q,,
wahrend fir die {¢,}, die zu M gehiren, f*{c, | =1lim{¢,} festgesetst

wird. Man sicht, daB 234 56 fiir ST gelten, ohne daB M7 in M enthalten ist.

O, weil man ein Summationsverfahren S™ herstellen kann, dessen
Menge M™ aus M besteht und auBerdem aus allen solchen divergenten
Folgen, die beschrinkt sind uwnd nur zwei endliche Teilgrenzen aufweisen;
fiir die letzteren definiert man die zu ST zugehtrige Funktion fZ durch
die Gleichung T {d,}~d,, fiir die zu M gehbrenden Folgen {¢,} wird
dagegen wieder [, } =lim {¢,} gesetzt; 13456 gelten fiir S, ohne

daf M™ in M enthalten ist.

HI, weil man ein Summationsverfahren S™ herstellen kann, wobel
dic Menge M™ ans M besteht und aus allen Folgen der Form {2%+]
— dabei ist {v,} eine beliebige Teilfolge von

{”}51:2,3: R 1}""
Man bat zu setzen f™{2w+!}==0 und f™{¢}=1lim{c,}. Ahnliche
Sehleffolgerungen wie oben, v hi
IV.; weil es cin Summationsverfabren 8% gihi, wobei die Menge M*¥
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aus M besteht und ans allen Folgen {a }, deren Glieder unbegrenzt
wachsen und zwar so, daB

O <y Ty << <, <y <
fiir diese Folgen sefzt man dann: f7V{a )= 0, wihrend fiir die {¢,} aus
M die Definition f7¥{¢,} ~lim{c,} beibehalten wird. Analoge SchluB-
folgerungen. n=e -

V., weil man ein Summationsverfahren SV findet, dessen Menge MY
aus M besteht und aus allen Folgen von der Gestalt {% -+ 2°a~1} — dabei
ist v, eine beliebige Teilfolge von {n}. Man definiert f¥({k4+2m-1} =k
und f¥{¢,} =lim{c,}. SchluBfolgerungen wie oben.

A=

V1, weil man ein Summationsverfahren S¥* findet, dessen Menge M¥*
ans M besteht und aus allen Folgen von der Gestalt [k — 2—1}.%)
Man definjert fY¥{k—2m-1} =k, f"{¢,}=lim{c,}. SchluBfolgerungen
wie oben. =

Diese sechs Beispiele zeigen, daB § keinem von den Systemen I, H,
IH, 1V, V, VI geniigt, sie zeigen aber noch mehr; nehmen wir z. B. das
System I und streichen noch einige Axiome weg, etwa 23 4; dann bleibt
das System 56 7(56) dbrig; selbstverstindlich gentigh S* den Axiomen 586,
wir wissen aber, daB MT nicht in M enthalten ist, darsus folgt also, da8
§ das System 56 7(56) nicht befriedigt. Dieselben Schliisse kann man
bei allen Systemen wiederholen und kommt dadurch zu dem Resuliate,
daB § keinem der ‘Axiomsysteme geniigh, die aus dem vollstindigen
Systeme durch Fortlagsen von Axiomen bei Beibehaltung von 7 enistehen.
Da aber 8 das einzige Summationsverfahren ist, welches dem vollstindigen
Systeme geniigh, so folgt daraus, dab das vollstindige Sysiem keine Folge
der obengenannten Systeme sein kamn. Das, was am Anfang dieses
Kapitels gesagt wurde, zeigh andererseits, dafl das vollstindige System
keine Folge derjenigen Systeme sein kann, die 7 nicht enthalten®¥) Damii
ist aber die gegenseitige Unabhingigkeit der Axiome bewiesen.

§ 4.
Ergiinzende Bemerkungen.
Es bietet vielleicht einiges Interesse, zn wissen, ob die im vorigen
Kapitel genannten Systeme L IL, - .., VI, Gberhaupt erfilibar m. a. W. wider-
spruchsfrei sind.

* {7,} hat dieselbe Bedentung wie cben.
) Disses liefe sich such ohne dio Beispiele (&, (), (5}, (&), (&), &) vus &%, - §7F
ahleiton.
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Die Antwort ist im Falle des Systems II und des Systems IV be-
jehend, in allen iibrigen ¥Fillen verneinend.

Vereinigen wir zu einer Menge M alle Folgen iiberhaupt und defi-
nieren & {a,} = a,, so erhalten wir dadurch ein Summationsverfahren 8%,
welches allen Axiomen des Systems IT entspricht. '

Nehmen wir jetzt als Menge MTV dieselbe Menge wie MT und setzen
fir fV{q,) durchweg Null, so haben wir ein Summationsverfahren ST
konstruiert, welches dem System IV geniigt.

Nehmen wir an, es wire mdglich, das System I zu erfiillen, und es
sei §7 das gesuchte Summationsverfahren mit seinen Bestandteillen ME
und T, S* hat 284567(234566) zu erfiillen. Sei Iy die Menge aller
beschriinkten divergentep Folgen, die nur zwei Teilgrenzen haben, und
sei gy eine Funktion, die dem arithmetischen Mittel aus diesen zwei Teil-
grenzen gleich ist. [t mit ¢ definieren ein Summationsverfahren Tly,
welches 23456 erfilit. S erfillt auch 23456, ST erfilllt aber 7(23456),
daber muB MI I;und M enthatten¥) Es gilt nun der leicht heweisbare
Hilfssate: ,2Wenn ein Summationsverfahren den Axiomen 23456 gentigt
und die zugehdrige Menge die Menge M enthdlt, so ist die zugehdrige
Funktion gleich der gewdhnlichen Grenze fir alle zu M gehdrenden Folgen.
Darnach ist £1{1} =1, % {2} =2. Aber {25 gohart zu 1y, also
a fortiori zu MT und Axiom 2 gibt:

2 ET 1) =1 = 11{2) = 2,

ein Widerspruch, der die Unmdglichkeit beweist, I 2n erfiillen.

Ganz analog gestaltet sich der Beweis fir die Unméglichkeit, Il zn
erfiillen. Auch hior konsiruiert man ein Summationsverfahren TTnr, welches
124586 befriedigt. Dabei ist Mgy die Folge

1 1 1
{1,21,25, 1,24, 1,25,

mit ihren simtlichen Teilfolgen und @mx = 5 Der Hilfssatz bleibt

gilltig, wenn man in seiner Aussage 3 durch 1 ersetzt, und man bekommt
~damit (in einer Bezeichmungsweise, die duych Analogie geniigend erklart
ist) nach Axiom 2:

fmiy 91,24, 1,2, = () = 1 = f{2 4 22,
den gesuchter Widerspruch.

* Prizis sollte s heifen: MT mn8 T; und M als Dntermengen enthalten; es
kommen aber nirgends Mengen als Elemenie vor. »
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Nehmen wir an, es existiere ein Summationsverfahren 8Y mit der
zugehdrigen Menge MY und der Funktion fV, welches V=12346%(12346)
befriedigt. Definieren wir eine Menge Iy, die bestehen soll: ans allen
konvergenten Folgen {a,} mit der Eigenschaft &, > lim {«,} (fir alle #),

aus allen konvergenten Folgen {f,] mit der Eigenschaft g, < Hm {8,},

und schlieBlich ane allen divergenten Folgen {4,), die beschrinkt sind
und ans zwei konvergenten Teilfolgen, einer von der Kategorie {e,} und
einer von der Kategorie {f,} aufgebaut sind. Die zu Iy geh&rende

Funktion ¢y sei nun durch folgende Gleichungen erkliri:
‘P’V{“g} #}L‘E {an} -1, (Pv{ﬁ ] = hm {ﬁal’ W{aa} =P=IE {ﬁu}
({B,} bedeutet in der letzten Glelchung d:eJemge Folge der Kategorie

{B.}, die eine Teilfolge von {d,} ist). Damit haben wir ein Summations-
verfahren hergestellt, des 1284 6 erfillt. Aber $ tut es auch, infolge-

dessen mub MY Ty und M enthalten. Die Folge l +(-—1)“ +(_' 1)”}

®

gehdrt zu My, and f"{ 3 'H'_l) + = 1) } hat den beshmmten Wert . Die
Folge [1 + (—;—)} gehort zu M, und daher hat f"[l + —('—_;:—)“} einen be-

stimmten Wert . Nun ist die Folge {2“;&"1} eine Teilfolge von

}, und die Anwendung dér Axiome 12 gibt
2041
V{52 =
Die Axiome 34 geben ibrerseits:
in4-1 2n+1
(i) s B
Nun ist aber i’%%’i} eine Teilfolge von l +(2_ LI (_:}n} , und man
hat (nach 12)
84 (—1® . (—1) int1
r{iE G f"[ "t 4k, k=1+h

Andererseits ist {222 oine Teilfolge der beiden Folgen {1+ =2
and {3 +(;‘1)’ + (—”1)“] zugleich, und man hat (nach 12)

el =h=F

2% —1

also den Widerspruch
b=k

Ebenso beweist man, da8 VI nicht erfiillbar ist.
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Was kann man aber iiber die Axiomsysteme sagen, dis noch weniger
Axiome enthalten (wie z. B. 23457(2345))? Man kommt durch @hn-
liche Uberlegungen wie oben zu dem Satue, daB alle Axiomsysteme, die
2, 4 und T sugleich enthallen, widerspruchsvoll sind; alle anderen sind
widerspruchsfrei. Nur das vollstdndige System bildet eine Ausmahme von
dieser Regel.

Fir die Betrachiungen des § 3 sind mir Bemerkungen des Herrn
K. Jantzen von Nutzen gewesen, was ich pichi versiumen mdchte, hier
zu erwihnen.

Minchen, 5. Juni 1910.
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Wie der Beweis der Vermutung von Baudet
gefunden wurde

Bartel Leendert van der Waerden

Artin, Schreier und ich gingen im Jahr 1926 &fter im Curichaus in Hamburg essen und
unterhielten uns dabei iiber mathematische und andere Fragen. Einmal erzihlte ich ihnen
fiber eine Vermutung des frith verstorbenen hollindischen Mathematikers Baudet. Sie
lautete:

Teilt man die Gesamtheit der natiirlichen Zahlen 1,2,3, ... in zwei Kiassen ein, so enthdlt
mindestens eine dieser Klassen eine arithmetische Progression von | Gliedern, wobei |
eine beliebig grosse vorgegebene Zahl ist.

Nach dem Essen gingen wir in Artins Zimmer im damaligen Mathematischen Institut an
der Rothenbaumchaussee und tiberlegten uns gemeinsam vor der Wandtafel an Hand von
kleinen Kreidezeichnungen wie man wohl die Vermutung beweisen kénnte. Wir stellten
allerlei Uberlegungen an und hatten ein paar Einfille, die der Uberlegung eine neue
Richtung gaben und schliesslich zur Lisung flhrten.

Die Psychologie des Findens in der Mathematik ist eine schwierige Sache. Die meisten
Mathematiker publizieren nur ihre Endergebnisse mit moglichst kurzen Beweisen, aber
sic verraien uns nicht, wie sie darauf gekommen sind. Auch erinnern sie sich nachtriiglich

2 irde be; tsvc_rher i EI Math
“éin arfi'melheft-E: i

Ur dle erstgenannte Version
.citete Vortragsma,nusknpt

or Waerden etkennen. ~ Wir danken der Schnftlcitimg dcr Abhandlungen
21 _tlschen Seniinars der Umversuat Hamburg fi.lI' dle Erlaubms 7 diesem
Nachdruck ust : :

*) Als Vortrag gehalten in der Universitit Hamburg auf einer Gedenkfeier anlisslich des Todestages von
Emil Artin am 19. Dezember 1963.

Section -
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nicht an alles, was ihnen durch den Kopf gegangen ist. Es fallt uns schwer, die eigenen
vorbereitenden Uberlegungen so wiederzugeben, dass auch andere sie verstehen. Die
kurzen Andeutungen, in denen man mit sich selbst spricht, lassen sich ohne Prizisie-
rung und Erlduterung nicht mitteilen, und durch die Priizisierung werden die Gedanken
gedndert.

Im Fall unseres Gespriches iiber die Vermutung von Baudet liegen aber die Bedingungen
fiir die Wiedergabe viel giinstiger. Denn alle Gedanken, die sich bei uns bildeten, wurden
sofort ausgesprochen und durch Zeichnungen an der Tafel verdeutlicht. Wir veranschau-
lichten die Zahlen 1,2,3,... der beiden Klassen durch &dquidistante Kreidestriche auf
zwei parallelen Geraden. Was ausgesprochen und gezeichnet wird, kann man viel besser
festhalten und reproduzieren als blosse Gedanken. Also ein idealer Fall, um den Prozess
des Findens zu analysieren, soweit er sich im bewussten Denken abspiclt, und die be-
wussten Uberlegungen abzugrenzen gegen die mysteridsen “Einfalle”, die uns manchmal
plotzlich ins Bewusstsein treten.

Wenn nur eine zweigliedrige Progression verlangt wird (! = 2), so braucht man nicht
alle Zahlen 1,2,... zu betrachten, sondern es geniigt, sich auf die Zahlen 1,2,3 zu
beschrinken. Wenn diese auf zwei Klassen verteilt werden, so miissen zwei zur gleichen
Klasse gehoren. Das ist klar.

Auch im Fall I = 3 braucht man nicht alle Zahlen zu betrachten, sondern man kann sich
auf die Zahlen von 1 bis 9 beschrinken. Teilt man diese in zwei Klassen ein, so liegt
in einer dieser Klassen stets eine dreigliedrige arithmetische Progression a,a+ b, a + 2b,
wie man durch Aufzihlen der méglichen Félle leicht zeigt. Die Zahlen von 1 bis 8 kann
man wohl in zwei Klassen teilen, ochne dass man eine dreigliedrige Progression erhilt,
z.B.so: 1, 2, 5, 6 in der ersten, 3, 4, 7, 8 in der zweiten Klasse. Die Zahl 9 gerit dann
aber in eine Zwangslage. Steckt man sie in die erste Klasse, so hat man die Progression
159, andernfalls die Progression 789. Ahnlich in allen anderen Fillen. Das hatte ich mir
schon vor der Zusammenkunft mit Artin und Schreier iiberlegt.

Schreier stellte nun die Frage, ob die Vermutung von Baudet ganz allgemein (wie in
den Fillen ] = 2 und | = 3} sich dahin verschiirfen liesse, dass immer nur ein endlicher
Abschnitt der Zahlenreihe in Betracht gezogen werden muss, mit anderen Worten, ob es
eine Schranke N = N{I) gibt, so dass bereits bei der Einteilung der Zahlen von 1 bis N in
zwei Klassen eine von diesen Klassen eine /-gliedrige Progression enthilt. Die Frage war
nicht schwer zu beantworten. Wenn die Vermutung von Baudet iiberhaupt richtig ist, so
iiberlegten wir uns, dann gibt es auch ein solches N. Eine bekannte mengentheoretische
Schlussweise, das “Diagonalverfahren”, fihrt zu diesern Ergebnis. Man schliesst etwa
80:

Gesetzt, es gibe kein solches N, dann wiirde es fiir jedes N eine Klasseneinteilung Ey
der Zahlen von 1 bis N geben, in der keine Klasse eine I-gliedrige Progression enthilt.
Es gibe also eine Folge E;, Ea,... von solchen Klasseneinteilungen. Die Zahl 1 liegt
bei allen diesen Einteilungen in einer der beiden Klassen. Also muss sie unendlich oft in
der gleichen (ersten oder zweiten) Klasse liegen. Es gibt also eine unendliche Teilfolge
E{,E;,.... von Klasseneinteilungen, bei denen die Zahl 1 immer in der gleichen, etwa
in der i;-ten Klasse liegt.
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In den Einteilungen E}, Ef, ... hat auch die Zahl 2 ihren Platz in der ersten oder zweiten
Klasse. Also muss es eine unendliche Teilfolge E;', EY, . .. geben, bei denen 2 immer in
der gleichen, etwa in der i;-ten Klasse liegt.

So weiter schlicssend, findet man fiir jedes 7 cine Teilfolge EY”, ECY, ... von Klas-
seneinteilungen, in denen die Zahlen 1,2,...,n alle in den gleichen Klassen licgen,

niimlich 1 in der ;-ten, 2 in der ip-ten, ..., n in der i,-ten.

Nun bildet man eine “Diagonal-Klasseneinteilung” E der natiirlichen Zahlen 1,2, ...,
bei der 1 in der i;-ten, 2 in der i»-ten Klasse liegt, usw. Die Zahl n liegt bei dieser
Klasseneinteilung in der gleichen Klasse wie in der Einteilung ESX. Daher der Name
Diagonalverfahren.

In der Einteilung E wiirde es unter den gemachten Annahmen keine /-gliedrige arithme-
tische Progression geben, deren Glieder alle derselben Klasse angehdren. Wenn es sie
giibe, wiirde ndmlich eine der Einteilungen E " bereits eine solche Progression enthalten,
entgegen der gemachten Annahme. So kommen wir zu einem Widerspruch, also muss
die gemachte Annahme falsch gewesen sein.

Auf Grund dieser Bemerkung von Schreier versuchten wir nun, den Satz in der ver-
schirften Form mit der Schranke N (1) zu beweisen. Da dic Félle / = 2 und / = 3 schon
erledigt waren, so konnten wir versuchen, einen Schluss von I — 1 auf ! durchzufiihren.
Artin bemerkte dazu, dass die finite Verschirfung fiir die vollstindige Induktion nur von
Vorteil sein kann. Wenn man fiir / — 1 die Existenz einer Schranke N (! — 1) voraussetzen
kann, so hat man mehr Moglichkeiten, fiir / etwas zu beweisen.

Artin machte sodann die Bemerkung, dass die Vermutung, wenn sie fiir zwei Klassen
allgemein richtig ist, auch fiir k Klassen gelten muss. Es sei zum Beispiel k = 4. Dann
kann man die Klassen zunichst zu zwei und zwei zusammennehmen. So erhilt man eine
gribere Einteilung in nur zwei Klassen. In einer dieser beiden muss eine arithmetische
Progression von N (1) Gliedern liegen. Die Glieder dieser Progression kann man von [ bis
N(!} numerieren. Diese Nummern erscheinen nun wieder in zwei Klassen der feineren
Klasseneinteilung eingeteilt, und nach dem Satz, den wir fiir zwei Klassen als richtig
angenommen haben, muss in einer dieser Kiassen eine Progression von [ Gliedern liegen.

So kommt man von zwei auf vier Klassen, genau so von vier auf acht Klassen usw. Die
Klassenzahl kann also beliebig gross sein.

Wir versuchien nun, den Satz durch vollstindige Induktion nach [ zu beweisen. Fiir Il =2
hat man das sogenannte “Schubfachprinzip’: Wenn k + 1 Dinge auf k Schubficher
verteilt werden, so muss eines der Ficher mindestens zwei Dinge enthalten. Ein sehr
niitzliches Prinzip, das Dirichlet in der Zahlentheorie mit Erfolg angewandt hat.

Artin erwartete — und der Erfolg hat thm recht gegeben —, dass die Veraligemeinerung
von zwei auf k Klassen fiir die Induktion von Vorteil sein wiirde. Man kann némlich,
so meinte er, nun versuchen, die Vermutung fiir ein beliebiges k und fiir die Linge [ zu
beweisen, unter der Induktionsvoraussetzung, dass sie fiir alle k und fiir die Linge { — 1
schon bewiesen sei.

Diese zuniichst etwas unbestimmte Uberlegung wurde im weiteren Verlauf der Dis-
kussion, in der Hauptsache durch Artin, folgendermassen verschirft. Es soll etwa die
Vermutung fiir zwei Klassen und flir Progressionen der Linge | bewiesen werden. Sind
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alle ganzen Zahlen in zwei Klassen eingeteilt, so sind zum Beispiel die Tripel aufein-
anderfolgender Zahlen automatisch in acht Klassen eingeteilt, denn die drei Zahlen des
Tripels kénnen unabhéngig voneinander in Klasse 1 oder 2 liegen, und das gibt 2° =8
Maéglichkeiten. Man kann nun diese Zahlentripel durchnumerieren, etwa indem man je-
weils die Anfangszahl des Tripels als Nummer nimmt, so dass Tripel Nummer » aus den
Zahlen n, n + 1 und n + 2 besteht. Die Nummem erscheinen dann in acht Klassen ein-
geteilt, und auf diese acht Klassen kann man unbedenklich die Induktionsvoraussetzung
anwenden.

Dasselbe gilt, wenn man “Bldcke” von mehr als drei aufeinanderfolgenden Zahlen be-
trachtet. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es unter geniigend vielen aufeinander-
folgenden Blicken eine (I — 1)-gliedrige arithmetische Progression von Blécken. Das
“Muster” der Verteilung der Zahlen auf die Klassen, das wir in einem dieser Blocke
vorfinden, wiederholt sich genau so in allen / — 1 Blocken der Progression. Vielleicht, so
meinte Artin, geben diese sich wiederholenden Muster uns die Mittel zur Konstruktion
einer /-gliedrigen Folge. Ausserdem enthalten die Blocke selbst, wenn sie geniigend lang
sind, {{ — 1}-gliedrige arithmetische Progressionen von Zahlen einer Klasse. Auch diese
kénnen zur Konstruktion benutzt werden.

Wir versuchten nun, da im Fall I = 2 der Satz sicher richtig ist, von I =2 auf ! = 3 zu
schliessen, und zwar nahmen wir zunichst zwei Klassen an (ohne Riicksicht darauf, dass
dieser Fall schon vorher durch direkte Aufzihlung aller Fille erledigt war). Wir zeichne-
ten die Zahlen als kleine Querstriche im waagrechten Abstand 1 auf zwei waagrechten
Linien, die die beiden Klassen darstellen sollten.

Unter je drei aufeinanderfolgenden Zahlen muss es nach der Induktionsvoraussetzung,
das heisst in diesem Fall nach dem Schubfachprinzip zwei geben, die derselben Klasse
angehdéren, etwa der ersten. Setzen wir nun die arithmetische Progression, die mit diesen
beiden Strichen anfingt, fort, so kénnen wir annehmen, dass der dritte Strich nicht mehr
der ersten Klasse angehdrt (sonst wiren wir ja schon fertig), sondern der zweiten. Somit
ergibt sich das Bild der Figur 1. Soweit wurden alle Uberlegungen von uns gemeinsam
angestellt. Ich iiberlegte mir nun weiter folgendes.

Fig. 1

In jedem Block von funf aufeinanderfolgenden Zahlen muss ein Muster von der Art der
Figur 1 vorkommen, denn unter den ersten drei Zahlen des Blockes muss es schon zwei
geben, die derselben Klasse angehdren und diese zweigliedrige Progression kann dann
innerhalb des Blockes zu einer dreigliedrigen Progression fortgesetzt werden.
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Solche Muster wiederholen sich. Denn die Blécke von fiinf Zahlen sind ja in 2° = 32
Klassen eingeteilt, und unter 33 aufeinanderfolgenden Blocken! muss es nach dem
Schubfachprinzip mindestens zwei gleiche geben. So ergibt sich das Bild der Figur 2,
wobei der waagrechte Abstand zwischen dem Anfang des ersten und des zweiten Blockes
hdachstens 32 betrégt.

Fig. 2

Das gibt aber immer noch keine dreigliedrige Progression. Um eine solche zu erhalten,
habe ich den zweiten Block von fiinf Zahlen noch ¢inmal um dieselbe Strecke verschoben
und die dreigliedrige Progression betrachtet, die aus den angestrichenen Zahlen durch
diese Verschiebung entsteht.

Die dritte Zahl dieser verschobenen Progression hat nun keinen Ausweg mehr. Entweder
sie gehort in die erste Klasse: dann gibt es dort die arithmetische Progression 4, 4, 4,
oder sie gehort in die zweite Klasse: dann gibt s die Progression b, b, b in der zweiten
Klasse (Fig. 3).

Fig. 3

Dieser Beweis galt zundchst nur firr den bereits frijher erledigten Fall k = 2, [ = 3.
Trotzdem hatte ich, als ich ihn vorbrachte, das sichere Gefihl, nun den allgemeinen
Beweis in Hénden zu haben.

Artin und Schreier glaubten es noch nicht. Da fiihrte ich ihnen den analogen Beweis fiir
den n#chst héheren Fall k = 3,1 = 3 vor.

In diesem Fall kann man zunichst genau dieselbe Uberlegung anstellen (mit Blécken zu
sicben statt zu fiinf und mit Abstand 37 statt 2%), aber nun hat die dritte Zahl im dritten
Block wohl einen Ausweg. Sie kann in die dritte Klasse hinein, und man erhilt das in
Figur 4 dargestelite Muster.

In jedem grossen Block von 37 + 37 + 7 = h aufeinanderfolgenden Zahlen gibt es
ein solches Muster. Nun zerfallen die grossen Blocke in 3" Klassen. Unter je 3k 4 1

1) “Aufeinanderfolgend” soll heissen: jeweils um Eins verschoben.
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Fig. 4

Fig. 5

aufeinanderfolgenden grossen Blocken gibt es nach dem Schubfachprinzip zwei gleiche.
In diese zeichne man die kleinen Blécke hinein, und man erhilt das Bild der Figur 5.

Jetzt verschiebe man den grossen Block, und man erhilt dann an der Stelle der verscho-
benen Zahl ¢ entweder eine Progression a, 4, 4 in der ersten Klasse oder eine Progression
b, b, b in der zweiten oder ¢, c, ¢ in der dritten (Figur 6).

4=

Fo Fye

Fig. 6

Jetzt war es allen Beteiligten klar, dass fiir | = 3 das Beweisverfahren sich auf belicbige
k ibertragen ldsst. Aber Artin und Schreier wollten nun noch den Fall / = 4 sehen.

Ich nahm zunichst wieder zwei Klassen an. Nach dem bereits Bewiesenen gibt es unter
geniigend vielen, sagen wir » aufeinanderfolgenden Zahlen eine dreigliedrige Progres-
sion, deren Terme alle einer Klasse angehéren. Setzt man die Progression fort, so wird
der vierte Term der anderen Klasse angehbren (sonst wiren wir ja schon fertig). Alle
vier Zahlen gehodren einem Block von g aufeinanderfolgenden Zahlen an, wobei g das
grosste Ganze aus

n—1

- M

ist, In jedem solchen Block kommt also das in Figur 7 abgebildete Muster vor.

1+
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Fig. 7

Fig. 8

Die Blicke von der Linge ¢ sind in 2% Klassen eingeteilt. Unter geniigend vielen, sagen
wir n(3,28) aufeinanderfolgenden Blocken gibt es also drei Blécke in arithmetischer
Progression, die derselben Klasse angehoren. Das Muster im ersten Block wiederholt
sich genau so im zweiten und dritten (Figur 8).

Fiigt man nun noch einen vierten Block hinzu, so erhilt man wieder zwangsldufig cine
arithmetische Progression a, 4, @, e oder b, b, b, b,

Nachdem ich das ausgefiihrt hatte, war es uns allen dreien klar, dass es genau so weiter-
geht, dass man auch fiir beliebige I nacheinander alle Fille & = 2,3,... erledigen und
so den Schluss von [ — 1 auf ! allgemein vollziehen kann.

Der Beweis, den ich im *Nieuw Archief voor Wiskunde” 15, 212 (1927) dargestellt
habe, ist die genaue Ausfilhrung des hier anschaulich erliuterten Gedankenganges. Dem
vorhin gebildeten Ausdruck (1), der allgemein so lautet:

n—1
n+ [ T2 } (2)
entspricht im “Nieuw Archief” beim Schluss von I — 1 auf ! der Ausdruck

(3)

n(l—1,k) + [M]

-2

Der Beweis, den Chintschin in seinem sehr schénen Biichlein? bringt, ist nicht wesent-
lich von meinem Beweis verschieden; nur nimmt Chintchin statt (2) einfach 2n. Weiter
betrachtet er statt aufeinanderfolgender Blécke solche, die nebeneinanderstehen und sich

2) AJ. Chintchin: Drei Perlen der Zahlentheorie (Russisch 1947; Deutsch 1951, Akademie-Verlag, Berlin;
Englisch 1952). Einen kilrzeren Beweis eines allgemeineren Satzes gab E. Witt in: Mathematische Nach-
richten 6, 8. 201 (1952).
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berithren, wie (4,...,a+b— 1) und (a+¥b,...,a+2b— 1), wodurch die Abschétzungen
etwas grober werden.

Ich will nun versuchen, die von Artin, Schreier und mir angestellten Uberlegungen etwas
niher zu analysieren und zu untersuchen, an welchen Stellen neue Einfille den bewussten
Uberlegungen eine neue Richtung gaben.

Am Anfang stand ein Einfall von Schreier. Er fragte: Wire es nicht méglich, der Vermu-
tung von Baudet eine finite Verschirfung zu geben, indem man sich auf einen endlichen
Abschnitt der Zahlenreihe beschrinkt? Die Frage lag auf der Hand, denn in den Beispie-
len I = 2 und I = 3 war die finite Verschirfung schon gegeben. Der Beweis auf Grund
des Diagonalverfahrens, der oben wiedergegeben wurde, war flir jeden von uns dreien
eine reine Routine-Angelegenheit, da wir alle drei mit diesem Verfahren vertraut waren.
Aber der Einfall von Schreier bestimmte die Richtung, die unsere Uberlegungen jetzt
nahmen.

Dass wir eine Induktion nach ! versuchen wollten, war nur natiirlich. Dass die finite
Verschiirfung die Induktion erleichtern wiirde, war zu erwarten.

Der nichste wesentliche Schritt wurde von Artin gemacht. Er hatte den Einfall, den Satz
von 2 auf k Klassen zu verallgemeinern, Veranlasst wurde dieser Einfall wahrscheinlich
durch die Uberlegung, dass im Fall einer zweigliedrigen Progression die Verallgemeine-
rung auf k Klassen evident richtig ist (Schubfachprinzip).

Der oben dargestellte Beweis, dass die Vermutung von Baudet, wenn sie fiir zwei Klassen
richtig ist, auch fiir k Klassen richtig sein muss, stammt von Artin. In diesem Beweis
steckt eine Idee, die nachher in meinem Beweis der verscharften Vermutung von Baudet
eine zentrale Rolle spielen sollte, ndmlich: Wenn die Vermutung fiir den Abschnitt von
1 bis N richtig ist, so ist sie auch fiir jede N-gliedrige arithmetische Progression richtig,
da man die Glieder dieser Progression ja von | bis N numerieren kann.

Bei einem Schluss von ! — 1 auf! ist es immer vorteilhaft, wenn man fiir / — 1 mdglichst
viel voraussetzen kann und fir ! méglichst wenig zu beweisen sich vornimmt. Im Sinne
dieser Uberlegung nahmen wir fiir I — 1 die Richtigkeit der Vermutung, also die Existenz
von N(! — 1, k) fur alle k an und versuchten zundchst fiir den nichsthéheren Wert [
und fiir ein einziges k, z.B. fiilr k = 2, die Existenz von N{I, k} zu beweisen. Um die
Gedanken zu bestimmen, nahmen wir zunichst | = 3 an, weil hier der genaue Wert

NU-1,k)=N@2,k)=k+1

nach dem Schubfachprinzip bekannt war. Damit war der Plan des Beweises vorgezeich-
net.

Wir betrachteten also zunéchst den Fall k¥ = 2, I = 3. Durch direkte Aufzihlung aller
Méglichkeiten war dieser Fall zwar frilher schon erledigt, aber wir suchten einen Be-
weisgedanken, der sich vielleicht auf hohere Fille {ibertragen lassen wiirde. “Immer mit
den ganz einfachen Beispielen anfangen”, pflegte Hilbert zu sagen.

Der niichste entscheidende Einfall staminte von Artin, Wir kénnen die Induktionsvoraus-
setzung, so sagte Artin, nicht nur auf Zahlen, sondern auch auf Blécke von aufeinander-
folgenden Zahlen anwenden; denn auch diese sind in Klassen eingeteilt. Die Anzahl der
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Klassen ist zwar grosser (k" fir Blocke von # aufeinanderfolgenden Zahlen), aber das
schadet nichts, da wir die Induktionsvoraussetzung ja fiir alle k zur Verfiigung haben.

Durch den Einfall von Artin war die Wiederholbarkeit eines ganzen Blockmusters gesi-
chert und wir konnten die Figur 2 zeichnen, die im ersten Block zwei Zahlen der ersten
und eine der zweiten Klasse in arithmetischer Progression zeigt, im zweiten Block die
entsprechenden Zahlen in denselben Klassen.

Die Figur 2 zetgt immer noch keine dreigliedrige Progression in einer Klasse. Wie konnte
man sie erhalten? Wir schauten die Striche auf der Tafel einige Zeit schweigend an. Auf
einmal hatte ich einen Finfall, begleitet von dem sicheren Gefiihl: Das ist die Losung. Ich
verschob den zweiten Block der Fig. 2 noch einmal um dieselbe Strecke und erhielt so
die Figur 3, in der die dritte Zahl des dritien Blockes in eine Zwangslage gerdt, dhnlich
wie die Zahl 9 in der fritheren Uberlegung in eine Zwangslage geraten war,

Der Einfall lag eigentlich ganz nahe. Die einzige Zahl in Fig. 3, die sowohl mit zwei
Zahlen a, 2 der ersten Klasse als mit zwei Zahlen b, b der zweiten Klasse je eine
arithmetische Progression 4, 4, @ oder b, b, b bildet, ist die dort angekreuzte dritte Zahl
des dritten Blockes.

Das Bemerkenswerteste an diesem Einfall war das Gefiihl der vollkommenen Sicher-
heit, das ihn begleitete. Das gleiche Gefiilhl der Sicherheit hatte auch Poincaré als ihm
beim Einsteigen in einen Omnibus plétzlich eine mathematische Idee einfiel, “chne dass
irgend etwas in seinen frilheren Gedanken diese Idee vorbereitet hatte™. Ich glaube,
viele Mathematiker haben Zhnliche Erinnerungen an plétzliche Einfille, deren Herkunft
sie nicht bestimmen kdnnen. Oft sind diese Einfille von einem Gefithl der Sicherheit
begleitet, das allerdings auch triigen kann.

Ich hatte also in diesem Fall die intuitive Uberzeugung, dass genau dieselbe Beweisme-
thode, die ich im Fall kK = 2, I = 3 an der Tafel vorfiihrte, auch in allen héheren Fillen
zum Ziel fithren wilrde.

Wie diese Uberzeugung sich im Unbewussten bilden konnte, das weiss ich nicht. Ich
glaube aber, erkliren zu kdnnen, warum Artin und Schreier nicht so sicher waren, auch
nachdem ich ihnen den Fall k = 2, ! = 3 erklért hatte. Sie sahen nur das Ergebnis: das
Vorhandensein der Progression 4, 4, 2 in der ersten oder b, b, b in der zweiten Klasse.
Ich aber hatte eine Methode gefunden, diese Progressionen zu bilden, und ich hatte das
bestimmte Gefiihl, dass diese Methode auch auf die héheren Fille anwendbar sein wiirde.

Es ist, wic wenn einer Apfel von einem Baum pfliickt. Wenn man einen Apfel gepfliickt
hat und ein anderer hiingt etwas hoher, so kann es sein, dass man selbst weiss, dass
man mit etwas mehr Anstrengung den andern Apfel auch noch erreichen kann, wihrend
¢in Zuschauer, der nur sicht, dass man den einen Apfel gerade erreicht hat, dariiber im
Zweifel ist. Man hat eben nicht nur den Apfel, sondern auch das Gefiihl der Bewegungen,
die man ausgefiihrt hat, um ihn zu pfliicken.

Das Gefiihl, dass eine Beweismethode noch weiter reicht, ist manchmal trilgerisch. Oft
stellt sich nachher heraus, dass in den hoheren Fillen eine neue Schwierigkeit auftaucht.

3) ). Hadamard: Psychology of Invention in the Mathematical Field. Sieche auch B.L. van der Waerden:
Einfall und Uberlegung; Birkhiuser, Basel 1954,
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Trotzdem gehoren solche Ahnungen iiber die Tragweite von Beweismethoden zu den
niitzlichsten Wegweisern bei der mathematischen Forschung.

Jetzt habe ich Thnen alles erzdhlt, was mir von jener denkwiirdigen Stunde, in der wir
drei gemeinsam eine “Perle” gefunden haben, noch in Erinnerung ist. Es war eine meiner
schonsten Stunden.

Van der Waerden publizierte den Beweis der Vermutung von Baudet erstmals in Nieuw
Arch, Wisk. 15 (1927), 212-216. In der Literatur wurde das Resultat in der Folge als
Satz von van der Waerden angesprochen. Nach Richard Rado (siche Math, Z. 36 (1933),
424-480; Proc. London Math. Soc. (IT} 48 (1945), 122-160) und Walter Deuber (sieche
Math. Z. 133 (1973), 109-123) ldsst sich das Resultat in einen wesentlich allgemei-
neren Rahmen stellen. Rado betrachtete in seinen beiden Arbeiten homogene lineare
Gleichungssysteme (mit rationalen Koeffizienten), welche die Eigenschaft haben, dass
bei jeder Zerlegung der natiirlichen Zahlen in endlich viele Klassen in mindestens ei-
ner Klasse eine Losung existiert. Solche Gleichungssysteme, die er pariitionsreguldr
nannte, konnte Rado auf erstaunlich einfache Weise charakterisieren und zeigen, dass
sich die Aussage des Satzes von van der Waerden auf die Ldsbarkeit eines parti-
tionsreguldren Gleichungssystems zuriickfohren ldsst. Aus Rado’s Charakterisierung
partitionsregulérer Gleichungssysteme ergibt sich dariiberhinaus das folgende iiberra-
schende Resultat: Bei einer Zerlegung der natiivlichen Zahlen in endlich viele Klassen
2ibt es mindestens eine Klasse, in der jedes partitionsregulire Gleichungssystem lésbar
ist. Walter Deuber hat in seiner Dissertation unter der Leitung von Ernst Specker eine
daran anschliessende Vermutung von Rado beweisen konnen: Es sei S eine Teilmenge
der natiirlichen Zahlen, welche die Eigenschaft hat, dass in ihr jedes partitionsregulire
Gleichungssystem ldsbar ist. Zerlegt man S in endlich viele Klassen, so ist in minde-
stens einer dieser Klassen wiederum jedes partitionsreguldre Gleichungssysiem lésbar.
st
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Uber eine Klasse von einfach-zusammenhiingenden
komplexen Mannigtaltigkeiten.

Von
FarepriceE HirzeBrRUcH in Miinster (Westf.).

Einleitung.

0.1. Eine komplexe Mannigfaltigkeit M™?) ist eine topologische Mannig-
faltigkeit von 2n {reellen) Dimensionen, die mit lokalen Systemen komplexer
Koordinaten so {iberdeckt ist, da8 der Ubergang von einem System zu einem
anderen in einem gemeinsamen Existenzbereich durch (komplex)-analytische
Funktionen mit von 0 verschiedener Funktionaldeterminate erfolgt. Es ist
sinnvoll, von reguliren, meromorphen Funktionen in einer komplexen Mannig-
Taltigkeit, von analytischen Abbildungen einer komplexen Mannigfaltigkeit
in eine andere usw. zu sprechen, da alle diese Begriffe nicht von speziellen
komplexen Koordinatensystemen abhéngen. Jede komplexe M® ist durch
die komplexen Koordinatensysteme in natiirlicher Weise orientiert (vgl. zu
0.1. Horr%)),

0.2. Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten heifen analytisch #quivalent,
wenn sie topologisch und analytisch aufeinander abgebildet werden kénnen.
Wir sagen auch: Analytisch dquivalente komplexe Mannigfaltigkeiten M,
M®™ bestimmen auf der topologischen Mannigfaltigkeit M® = M{® = M"
dieselbe komplexe Struktur. Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten MM, M®,
die nicht analytisch dquivalent sind, aber hombdomorph sind, bestimmen anf
der topologischen Mannigfaltigkeit M®™ = M® = M™ verschiedene kom-
plexe Strukturen.

0.3. H. Hopr hat die Frage gestellt, welche orientierbaren 2n-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeiten dureh Einfithrung komplexer Koordinatensysteme zu
einer komplexen Mannigfaltigkeit gemacht werden kiénnen und diese Frage
z. B. fiir die Sphéren 8* und 8% im verneinenden Sinne beantwortet?). Fir
n = 1 gilt bekanntlich: Alle orientierbaren Flichen konnen zu komplexen
Mannigfaltigkeiten (= Riemansschen Flichen) gemacht werden. An diese
Fragestellung von H. Hopr schlieBt sich die folgende Fragestellung an: Zu
einer vorgegebenen 2n-dim. orientierbaren Mannigfeltigkeit M2" sollen alle
moglichen komplexen Strukturen angegeben werden, anders formuliert: es
sollen alle Aquivalenzklassen von analytisch quivalenten komplexen Mannig-
faltigkeiten angegeben werden, die zu M*® homdomorph sind, In dieser Arbeit
wird ein spezieller Beitrag zu dieser Fragestellung gegeben.

0.4. Fiir =1 und fiir die geschlossenen Flichen M® vom Geschlechs
> 0 wird die in 0. 3. angegebene Fragestellung mit Hilfe der Theorie der ,,Mo-
duln® behandelt. Die einzigen einfhch zusammenhingenden orientierbaren

!y Obere Indices ohne Klammern: reelle Dimensionen, in Klammern: , komplexe"
Dimensionen. 7 Mannigfaltighe Hasa

") Horer, H.: Zur Topologie der komplexen tigheiten, Studies and ya
Presented to R. CouraxTt, S. 167—185, New York 1948,

%) Ein allgerueineres Resultat fiir die Spharen 8*# in A. Kincurory: C. R. Acad. 8oi.
Paxis 225, 1258 (1947).
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Flichen M? sind die Sphiire §* und die gewShnliche Ebene B%. Fir S* gibt
es genau eine komplexe Struktur: die Rixmawnsche Zahlenkugel. Fiir E* gibt
ea genau zwei komplexe Strukturen: die (offene) z-Ebene und das Innere des
Einheitskreises.

0. 5. Wir spezialisieren die in 0. 3. angegebene Fragestellung jetzt folgender-
maBen: zu einer vorgegebenen (orientierbaren) einfach zusammenhingenden
geschlossenen 4-dim. Mannigfaltigkeit M* sollen alle méglichen komplexen
Strukturen angegeben werden. Diese Fragestellung ist meines Wissens z. B.
unbeantwortet fiir M4 = P® (= komplex-projektive Ebene).

0.6. In dieser Arbeit wird zu der spezialisierten Fragestellung 0. 5. der
folgende spezielle Beitrag geliefert. Fiir jedes natiirliche n = 0 wird eine ge-
schlossene komplexe Mannigfaltigkeit 2, angegeben. X, ist gefasert mit der
Faser 8% und dem Basisraum 8%, und zwar so, daf} die Fasern analytische
Flichen in X, sind und daB die Faserabbildung eine analytische Abbildung
von X, auf die als Basisraum auftretende RizMawnsche Zahlenkugel S? ist.
Fir n = m (mod 2) sind X,, X, fasertreu homdomorph. X, ist das cartesische
Produkt 8% x 8% von zwei RiEMannschen Zahlenkugeln. X ist als topo-
logische Mannigfaltigkeit topologische Summe P + P, 2. Art, von zwei
Exemplaren der komplex-projektiven Ebene P® (vgl. 2.5.). Fiir 4+ m sind
X, %, nicht analytisch Gquivalent. Es werden damit durch die komplexen
Mannigfaltigkeiten X, (n gerade) unendlich viele paasrweise verschiedene kom-
plexe Strukturen fir S* x 8% und durch X, (n ungerade) fiir P® + P an-
gegeben. 8% x 8% und P® 4 P® sind geschlossen und einfach zusammen-
hingend. Es wird nicht die Aufgabe geldst, alle komplexen Btrukturen fiir
8§t x 8% (bzw. P® 4+ P®) anzugeben. — Der Beweis, daB X, 2, (nm,
n = m (mod 2}) nicht analytisch dquivalent gind, wird mit Hilfe der folgenden
Tatsache gefithrt: Zwei analytische Flichen in einer geschlossenen komplexen
M®, die sich htchstens in isolierten Punkten schneiden, haben eine nicht ne-
gative Schnittzahl. Die durch diese analytischen Flichen reprisentierten
(zanzzahligen) Homologieklassen haben daher ebenfalls eine nicht negative
Schnittzahl. Mit Hilfe dieser Tatsache gelingt niémlich der Nachweis, daB sich
die homdomorphen komplexen Mannigfaltigkeiten Z,, 2, (n==m) in der
Reprisentierbarkeit der 2-dimensionalen Homologieklassen durch analytische
Fliichen unterscheiden.

0.7. Wir werden weiter zeigen, da8 die komplexen Mannigfaltigkeiten 2
als algebraische Flichen, und zwar als Regelflichen auftreten und dal 2,
Z,, als algebraische Flichen betrachtet birational dquivalent sind. X, (n be-
lebig) ist mit der komplex-projektiven Ebene P& birational dquivalent.

Zusammenfassung: In bezug auf fopologische Aquivalenz (Hombo-
morphie) gehéren die Mannigfaltigkeiten X, zwei Aquivalenzklassen an. In
bezug auf analytische Aquivalenz sind sie paarweise verschieden. In bezng auf
birationale Aquivalenz gehdren sie einer einzigen Aquivalenzklasse an.

1. Zusammmenstellung von Hiltssitzen.

1. 1. Es werden im folgenden nur Homologiegruppen mit ganzen Zahlen
als Koeffizienten betrachtet. Byrrische Gruppe: Homologiegrappe mit ganz-
rahligen Koeffizienten bei Vernachlissigung der Torsion. Falls, wie in den
von uns zu betrachtenden Fillen, keine Torsion vorhanden ist, fallen ganz-
zahlige Homologiegruppe und Brrrische Gruppe zusammen. Eine Basis der
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Berrischen Gruppe heilit Berrische Bagis. In einer 4-dimensionalen geschlosse-
pen orientierten Mannigfaltigkeit, deren 2. Berrische Zahl p sei, ist in bezng
auf eine 2-dim. Berrsche Baais (£, . . ., {,) die quadratische Matrix & = (8,;) =
— (£, 08:) definiert. (08 = Sehnittzah] von « mit f.) & ist symmetrisch,
ganzzahlig, und es ist |§| = + 1. Die ganzzahligen symmetrischen Matrizen &,
& (8} =+ 1, |8] = & 1) heifen dquivalent, wenn es eine unimodulare Ma-
trix U gibt, so daB & = &+ ¥ S A'. Zwei hombomorphe 4-dim. Mannigfaltig-
keiten besitzen Schnittmatrizen derselben Aquivalenzklasse.

1.2. M@ sei eine komplexe Mannigfaltigkeit. (u, v} sei ein lokales Koordi-
natensystem, das in einer Umgebung U/ des Punktes P zulilssig ist. (P ¢ M,
P =(0,0)). In U seien durch f (#,4)=0, g (4, %) = 0 {f, ¢ in U reguliir) zwei
analytische Flichenstiicke F, G gegeben, die in U/ nur den Punkt P gemeinsam
haben, d. h. J (%, v) = g (4, v) = 0 genau dann, wenn v = # = 0. Die Bchnit{-
zahl von F mit @ in P ist topologisch definiert. Sie ist kommutativ und steis
groBer als 0. Andeutung der topologischen Definition der Schnittzahl: (vgl.
v. D. WAERDEN %) 8. 349).

Die Orientierung von U, F, @ ist durch die komplexe Struktur eindeutig
bestimmt. F, & konnen in U stetig so verschoben werden, dal die verscho-
benen Flichenstiicke sich in evtl. mehreren Punkten einfach.schneiden. Die
Anzah! dieser Punkte hingt nur von F, ¢ ab und ist die Schnittzahl von F
mit & in P.

1.3. In einer komplexen Mannigfaltigkeit M(® seien zwei geschlossene irre-
duzible analytische Flichen F,, F; gegeben. F,, Fy schneiden sich hichstens in
isolierten Punkien, Die Anzahl der Schruttpunkte ist endlich, Die Zyklen F,
F, repriisentieren ganzzahlige 2-dim. Homologieklassen von M®, deren Schnitt-
zahl gleich der Summe der lokal definierten Schnittzahlen in den isolierten
Schnittpunkten von F,, F, ist, also nach 1.2. nicht negativ ist. Es ergibt sich
hieraus: Ist die Schnittzahl einer 2-dim. Homologieklasse von M® mit sich
selbst negativ, so kann diese Homologieklasse hoohstens durch eime irre-
duzible geschlossene analytische Fliche représentiert werden.

1.4. Wir benutzen im folgenden meistens die Terminologie der Funktionen-
theorie, manchmal und zwar hauptsichlich im letzten Abschnitt aber die der
algebraischen Geometrie, die die algebraischen Gebilde ihrer komplexen Di-
mension gemiB benennt. Eine algebraische Kurve ist eine analytische Fliche
im Sinne der Terminologie der Funktionentheorie von mehreren Verdnder-
lichen, eine Gerade ist eine analytische Ebene. Durch diese Bemerkung werden
MiBverstindnisse wohl ausgeschlossen.

2, Topologische Untersachung der Manniglalligkeiten Z,,.
Zns & 8ind daun und nur dann homomerph, wenn 5 = m (mod 2).

2, 1. P™ hegeichne den projektiven Raum von # komplexen Dimensjonen.
(%) = (g, ¥y, Z;) seien homogene Koordinaten fiir P®, (y) = (¥, y;) seien
homogene Koordinaten fiir P, (PM ist eine vweidimensionale Sphire = Riz-
maxwsche Zahlenkugel §%). Fiir natirliche Zahlen n = 0 werde das durch die
Gleichung x, y* — x, y" = 0 im cartesischen Produkt P® x P gegebene
Nullstellengsbilde mit Z, bezeichnet. Da Z, zusammenhingend ist und die

) vAX DEB WAERDEN, B. L.: Topol o Begriindung des Kalkdle der abzihlenden
Geometrie, Math. Ann, 102, 8. 337362 (1929).
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Einbettung von X, in PA% x PO frei von {algebraischen) Singularitéiten ist,
ist X, eine komplexe Mannigfaltigkeit.

2. 2. X, ist das cartesische Produkt P} x P mit der tiblichen komplexen
Struktur. (X ist der ,,Reum der Funktionentheorie®, 8. Osaoop?®)). X, ist
bomoomorph zu S* x 83,

2. 3. Durch ¢, (2, y) = 2, (z, y) ¢ X, wird eine analytische Abbildung ¢,
von X, auf P bestimmt. Durch z, = 2, =0 ist in X, eine analytische
Fliche 7', singularitdtenfrei eingebettet. T, ist ein PN, Der Punkt (1, 0, 0)
von P werde mit @ bezeichnet. Es ist g, (T,) = @. Wenn n = 1, dann gilt
speziell folgendes: ¢, bildet 2, — T, topologisch und analytisch aunf P& — {Q}
ab. Man kann daher anschaulich sagen: X; entateht aus P® durch ,,Heraus-
stechen® von § und ,,Einsetzen® von 7).

2. 4. Die Inversion I von PX®: [ (zy, 2y, 25) == (|2, 2 + | 2,y [%, 2, 7, 2, T,) st
eine topologische Abbildang vom Grade -1 von P& —{Q}—E auf sich.
{E: die ,,unendlichferne” Ebene x, = 0.} Auf X, {ibertragen wird I zur Ab-
bildung @717 ¢, die sich zu einer topologischen Selbstabbildung I von X,
vom Grade — 1 erweitern 1a8t. Es ist I’ ¢—1 (¥) = T',. Die durch T, ¢—1 (X)
reprisentierten ganzzahligen zweidimensionalen Homologieklassen von Zy
sollen mit 7,, g bezeichnet werden. Es ist 08 == 1, 5,07, =0; da I' vom
Grade — 1 ist, gilt o1, = — 1,

2.8. Aus 2.3. und 2. 4. erkennt man: X, ist die topologische Summe 2. Art
von zwei in natiirlicher Weise orientierten Exemplaren von P®8), Zur topo-
logischen Summenbildung werde folgendes bemerkt: Fiir zwei orientierte
Mannigfaltigkeiten M ung M* ist die topologische Summe (1. Art bzw. 2. Art}
so definiert: Aus M*und M™" wird je eine kleine Kugel ausgebohrt. Die beiden
go entstehenden, durch in bestimmter Weise orientierte (n — 1)-Sphiren 871
bzw. 51 berandeten Mannigfaltigkeiten werden ,,anfeinandergeklebt*, indem
man S5*1 topologisch mit Umkehr der Orientierung (1. Art), bzw. mit Er
haltung der Orientierung (2. Art) auf §5~1 abbildet und entsprechende Punkte
identifiziert. Jede der beiden Summenmannigfaltigkeiten ist wieder orientier-
har, Thre topologische Struktur hingt nur von M? und M* ab. Die Summe
2. Art kann so orientiert werden, dag ihre Orientierung mit der von M* iiber-
einstimmt und der von M entgegengesetat iat.

£.6. Da 2, nach 2.5. topologische SBumme PX? 4 P@ (2, Art} ist, kann die
Homologiestruktur von 2, (ganzzahlige Koeffizienten) so bestimmt werden:
(H fiir Homologiegruppe, 4. fiir direkte Summe im Sinne der Gruppentheoris).
Es ist H¥ (X)) = 0 fiir £ = 1,3 und H? () = (1) 4 (&), WO (7y), (&) die durch
Ty baw. g erzeugten unendlichen zyklischen Gruppen sind.

{7y, &) ist eine ganzzahlige 2-dimensionale Homologiebasis fiir X2, mit der

Schnittmatrix (‘ . g’) (vgl. 2.4.).

2.7, Zu Z, gehort die Schnittmatrix () o Die Matrizen (“ : ‘1’) wad (7 o)

gipd nicht dquivalent. X, und Z, sind daher nicht homsomorph.

2,8, 7, sei diejenige Abbildung von X, auf PO, die den Punkt (z, y) € X,
suf den Punkt (y) € PV abbildet (2.1.). =, ist eine Faserabbildung von X,
auf P, Jede Faserist ein P3), also durch stereographische Projektion homéo-

%) Oseoop, W. ¥.; Lehrbueh der Funktionenthearie I, 1., 2. Aufl,, 8, 56, (1929).
%) Vgl. z. B. M. Ruzwr: Compositio Math, 8 (1938), inshes. 8; 185,
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morph zu 83, Es gilt: X, ist eine gefaserte 4-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
der Faser 8% und dem Basisraum §%, (In Analogie sur Gruppentheorie schreiben
wir: 2, /8%= 83) X, ist sogar ein aphere bundle im Sinne von Brerxrop?).

Bewsis: P;(¥=1,2} sei das durch y; 4+ 0 gegebene Gebiet von PO,
(#; ist mit der gewShnlichen offenen Ebene E* homd&omorph), P sei ein
weiteres Exemplar des P{D mit den homogenen Koordinaten (£, £,). Es sei

'’ I ' hd
hir)=(1+r")y1. Durchw" (&, & 91, 2} = (50: £ b (b%: D: &k (l“’g":‘l) (*:*:) Y5 yl)
wird eine fasertreue topologische Abbildung w'’ von P{) x P; auf 7y L (Py) ge-
geben. Entaprechend wird durchw’ (£, £13 4y, Yo} == (Eu,él y, ( )’51 ( l yl,y,)

eine fasertrene topologische Abbildung w' von P x P, a.uf 7ty (P, bestimmg.
Fiir (3, o) € Py, Py, d. h. 9,5 0, 3% 0, it w, = (w"’)~1 w' die durch
o (£s &15 ¥ ¥3) = (50, & (*:f)“ -:;—:l"; ¥1» ¥y) bestimmte Drehung von P{. Die

orthogonale Struktur von 2, wird durch die orthogonale Struktur von P
gegeben, welche durch stereographische Projektion von P auf die R1EMaNK-

sche %‘- -Zahlenkugel oder gleichwertig durch das sphérische Linienelement

_ld2] ( E;)
T+ eF bestimmt wird,

2.9. Aus dem Beweis zu 2.8, erkennt man: Die gefaserte Mannigfaltigkeit 2,
kann so konstruiert werden: § sei auf PV gegeben durch l S I =1, E' durch

1
~y-:— = I und &' durch % =1, §als Rand von E’ werde mit &', § als Rand
von E" werde mit 8" bezeichnet, X, entsteht durch ,,Verklebung® aus den
cartesischen Produkten P{) x E', PJ) x E”, indem man durch w, den Rand
PP x 8 auf PP x 8 fasertreu topologisch abbildet und entsprechende
Punkte identifiziert.

2.10. Nach STEENEOD?) gibt es genau zwei Typen von sphere bundles A mit
A[8% = 8. Es entsteht die Frage, wie sich die gefaserten Mannigfaltigkeiten
2, auf diese beiden Typen verteilen. Die Antwort lautet: Wenn n = m_(mod 2),
dann lassen sich X, und X, fasertreu topologisch aufeinander abbilden, und
zwar 80, daf die Fasern von Z, orthogonal auf die Fasern von X, abgebildet
werden. 2, 2, reprisentieren dasselbe sphere bundle. Fiir gerades n ist also X,
fasertreu homoomorph zu 2= S x 8% und es handelt sich um die tnvmle
Faserung des cartesischen Produktes. Fir ungerades n ist 2, fasertreu homdo-
morph zu Z,. Da X nicht zn §* x §* homéomerph ist (2.7.), "werden die beiden
Typen von sphere bundles 4 mit 4/82= 8% durch Xy und X reprisentiert.

Beweis: Es sei # > m und n—m gerade. Die Behauptung, daB Z,, Z,,
dasselbe sphere bundle reprisentieren, ergibt sich so; I'y sel der Raum der
orthogonalen Drehungen von P, der bekanntlich zum 3-d1mensmna.lan reellen
projektiven Raum homoomorph ist. Die Abbildung w; von PQ x § auf
P{ % 8§ bei der Konstruktion von Z; (2.9.) bestimmt einen Weg W in Iy,
Da n—m gerade, ist der Weg Wy .. in Iy nullhomotop. Es gibt daher eine
fasertreue, topologische, auf den Fasern -orthogonale Abbildung von P x B’
auf sich, die fiir P{’ x § mit w,_, Gbereinstimmt. Z,, bzw., Z, entsteht
durch Identlfmerung von PP x 8§ und PW® x 8§ mittels der Abbi!dung W,
bzw, w,. Nun ist aber w, = w,, Wy_ .

7) 8reENROD, N.E.: Classification of sphere bundlas, Ann.of Math.45, 8. 29&-—311 {1944).
Mathematische Anpalon, 124,
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2.11. Es worde noch eine spezielle fasertreue topologmche Abbildung von
Zy= P x PO guf X (n gerade) angegeben. (u,, #,; v,, v,) seien Koordinaten
fiir PO x PO, die in u,, u; und vy, v homogen gind, Folgende Abbildung
von P x PO iy PR x PO gt eine fasertreue topologische Abbildung von
P x P guf X, (» gerade).

m=v T= (5|6 ('v2 uq+‘v2 )
& = v (- vftﬁﬂf”ﬂﬂ
Hy = Uy id »
Ty = ”"(—'72“1+-‘32”1)
Die Fasern——— = ¢onst von P x PO gind mit einer orthogonalen Struktur

versehen, Dle Fasern von X, sind nach 2.8. ebenfalls mit einer orthogonalen
Straktur versehen. Man kann leich nachrechnen, daB die angegebene Ab-
bildung auf den einzelnen Fasern orthogonal iat.

3. Die Mannigfaltigkeiten X, sind als komplexe Mannigfaltigkeiten
paarweise verschieden.

3.1. @71 @, ist eine analytische Abbildung von 2, — T, auf 2, — T} (vgl.
2.3.), die sich zu einer analytischen Abbildung @, von X, auf X erweitern
la.Bt Es ist $, (T,) = T,. Wenn X, durch a, i m Y= 0 und El durch
ml %— 2 Yp=0 gegeben isb (vgl 2. 1. )}, dann wird @, durch F, = %, &, = x,,
Ty = g, ¥ = ¥ Vs = y" gegeben. Z, ist eine n-blittrige verzweigte Uberlage-

rung von X, mi$ der zugehérigen Uberlagerungsabbﬂdung Fad).

8.2. Es werde gesetzt K, — g, ' (E) (vgl. 2.4. E: die ,,unendlich ferne"
Ebene z, =0 von Pi3), Durch E,,, T, werden ganzzahlige 2-dim. Homologie-
klassen &, T, von X, repriisentiert, v, sei die Homologieklasse der Fasern von X,
Man beachte, daB E,,, T, und die Fasern als analytigche Flichen von X, in
natiirlicher Weise orientiert sind. Ty, E, sind Schnittflichen der Faserung von
Z,. — Der zu @, gehorige Horrsche Umkehrungshomomorphmmus #) des Ho-
mologiermges von Z, in den von X, werde mit ¢} bezeichnet.

" Esist @ Fn (F)) =T, 67:1 (By) = By und @y (r;) = 7, @2 (51) =&n, Ph{n) =
= ¥y ESfOlgt ThO Ty =a (72) O P (1'1) = @n (11 0 7y) = gy (— Punkt)=—n
und ebenso g, © g, = n. Die Schnittzahl 1 ist dabei als die durch einen Punkt
repriisentierte 0-dimensionale Homologieklasse a.u.fzufa.ssen Es ist tp,0 v, =

= g, Q ¥, = 1. Zu (z,, v,) gehdrt die Schnittmatrix( ) Thre Determinante
ist — 1. Duher bilden (z,, »,} eine (ganzzahlige) 2- dxm Homologiebasis. Aus
£, 0 Ty == 0, £, 0 ¥, = 1 beréchnet man: ¢, = r, + n 7,,.

3.3, Wir konnen zusammenfassend sagen: Z, besitzt eine 2-dim. Homo-
logiebasis (t,, ¥,) mit-der Schnittmatrix ( '; 1) Die Homologieklaasen t,, v,
uwnd g, = 1, + n ¥, werden durch irreduzible analytische Flichen reprisen-
tiert. Wir unterscheiden die beiden Fille:

'gnl?ﬂr ibb s eine etotige Abbildung vou P(®) + P(2) aufsich vom Graden

Be bata bildung von sinem Grade k = 2 (mod 4) gibt es picht. Vgl.¥}, 8.185.

*; Hoex, H.: Zur Algebra der Abbildungen von Mannigfiltigkeiten, J. ang. Math. 188,
'n-«as 11930) Vigl. kuch dis bet Roxes®) angegobene Literatur.
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1. n gerade

n

(v,., L v,‘) ist ebenfalls eine 2.dim. Homologiebasis. Die zugehdrige

Schnittmatrix ist (i’ f}) (vgl. 2.7., 2.10.).

2. n ungerade
(r,, + —u—;—l— Yy Tn+ 2 ; ! v,,) ist eine Basis mit der 8chnittmatrix (3 _ {;) (vl
2.6., 2.10.).

3.4. Aus den in 3. 3. zusammengestellten Tatsachen 148t sich der folgende
Satz ableiten:

Die komplexen Mannigfaltigkeiten Z,,, X, (» + m) lnssen sich nicht topo-
logisch und analytisch avfeinander abbilden, d. h. X, X, sind als komplexe
Mannigfaltigkeiten verschieden.

Beweis: Da die Schnittmatrizen unter 3.3. Fall 1 und 2nicht équivalent sind,
geniigt es, die folgende Kontraposition zu beweisen: Wenn X,, 2, topologisch
und analytisch sufeinander abbildber sind, wobei # = m (mod 2) und m %= 0
sein soll, dann ist # = m. Wir kommen nun zum Beweis dieser Kontraposition :

2y, Ly lassen sich als zwei Exemplare derselben komplexen Mannig-
faltighoit M@ auffassen. In M'? fiilhren wir nach 3.3. eine feste 2-dimensio-
nale Homologiebasis (&, ) mit der Schnittmatrix (i’ t’)) im Fall 1, bzw. (}) _‘1’)
im Fall 2, ein.

In M@ gibt es 2-dim. Homologieklassen T, vy, £, T, Ym» £ die durch
analytische Flichen reprisentiert werden. Diese analytischen Flichen eind
irreduzibel. Zwei von ihnen sind deshalb identisch, oder schneiden sich in
igolierten Punkten. Es folgt hieraus:

(*) Th0E=0,7,06,=20,2,07,=0,9,0¢, =0

(Beweie: Da die jeweils zum Schnitt gebrachten Homologieklassen sicher
verschieden sind, weil ihre Selbstschnittzahlen verschieden sind, kénnen die
reprisentierenden analytischen Flichen nicht identisch sein. Vgl. 0.6)

Fall 1. n, m gerade.

(£, i) ist eine Basis mit der Schnittmatrix ((1} (1)) .

Tns ¥, la#sen sich darstellen in der Form:
Ta=afd4by
Vo=c¢ &+ dn(a,b, ¢, d ganze Zahlen), es muB gelten:

—n]‘_(zab ad+be
( 10)_ ad -+ be 2cd)'

Hieraus folgt: entweder ¢ = § oder d = 0.

Ist ¢ =0, soista=e,d=e,b=——e-;— fe=+1)
Istd=0,soistb=e’,c=e’,ax—-e’% (=41
Es ist aleo: (man beachte die Gleichung ¢, = 7, + % v,),

Vn = en V=€ §
(1} ”':"( "%’7) oder (2) "n=e'(—%5+ﬂ)
5n=3(5+%’7) Sn‘_—“e’(%f""?)'
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Entaprechend gilt: (=41, e =+1
Y = 8" 1} pm — 8'" e
’ m Ly 2l
3) Fm =€ (5“?’?) oder (4) Tm=¢ (~§E+n)
Emﬂeu(f‘}“"z”i’?) em=e'”(%5+n).

Wenn ,,(2) und (3)%, 8o ist ¥,0 7, =—e¢ ¢’ % und », 0, = ¢’ e"%, also
¥y O Ty, OdeT ¥, O & Degativ. Das steht im Widerspruch zu (*). ,,(2) und (3)¢
trifft daher nicht zu. Ebenso wird ,,(1) und (4)* zum Widerspruch gefiihrt.
Es gilt dsher: ,,(1) und (3)" oder ,,(2) und (4)“. Nach evtl. Umbenennung von
£ in 5 und % in £ kénnen wir annehmen, da8 ,,(1) und (3)** gilt. Es ergibt sich
dann:
Uy hiid n
T Oy =2€ (T_?)
in m TnO &y ="—En O Ty,
Eq 0T, =¢€¢ (*2——?)
Aus (*) folgt weiter v, 06 = 6,07, =0, d. h. 7 =m.
Fall 2. n, m ungerade. Der Beweis verlduft analog:

{£, n) ist eine Basis mit der Schuittmatrix (; _(1)) .

Ty, ¥y lassen sich darstellen in der Form:
Ta=af+by
v, =¢ &+ dn{a,b, e, d ganze Zahlen), und es gilt:

—n 1)_ @' — b ac—bd
10/ l\ac—2d c’-—d')

Hieraus folgt: Entweder ¢ = d, oder ¢ = — 4.

IBt cﬂd, Eoiﬁt c=d=e’ a_bze’a+b=_en,
It P L (e=+1).
@=—0e P rb——e 5
Iﬂt OE—-&, 80 ist cﬁ""‘e’, d=e’, a=8’n—%l, bﬂ-—e""ﬂ—_g"]:~ (8'::‘:1).
Es ist also: (man beachte s, = 7, + % #,) ‘
= el m) v= e (— &+ )
n—1 n+1 in—1 a1
(1) 'r,.=——e(————2 E+—-§*- 'q) oder (2) 1‘»=8( -—E— > ?7)
- 1 _
= e(“:1£+%£ﬂ) Ep =€ ("‘";_ 5+-ﬂ—-2~—1;).
Entsprechand g)]_t- (8"=:t1, G'"=i 1)
L e’ (E-{—j’) 7’,,.=C’” (‘“"§+ﬂ)

pfm—1 m-+ 1 mefm—1 m-+1
(8) Tm=—¢ ( g £ty "7) oder (4) Tm = ¢ ( g~ '7)
e = e"(mjl§+m;1ﬂ) £m=e"r(_1'22£+£‘_2':_1n).
Wenn: ,,(2) und (3)", so ist »,0T,=¢ €' m und »,0e, =—¢ &’ m, also
YO Ty OdeT 068, negativ. Das steht im Widerspruch zu (*). Ebenso wird
»41) und (4) zum Widerspruch gefiithrt. Es gilt dahber: ,,(1) und (3)* oder
»{2) und (£)*.
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Nach einer evtl. erlaubten Umbenennung von & in — £ und — £ in & kénnen
wir annehmen, daB ,,(1) und (3)“ gilt, es folgt dann:
wfm _ n
TpOEy == — £, OTp = £ £ (——2-——2—).
Aus (*) folgt v, 08, = 6,07, =0, d. h. n =m.

3.5. Wir wollen unser Resultat nochmals zusammenfassen: Die komplexen
Mannigfaltigkeiten X, (n gerade) stellen unendlich viele paarweise verschie-
dene komplexe Strukturen fiir die (einfach zusammenhiingende, geschlossene)
topologische Mannigfaltigkeit §2 x S dar.

Die komplexen Mannigfaltigkeiten X, (» ungerade) stellen unendlich viele
pearweise verschiedene komplexe Strukturen fiir die (ebenfalls einfach zu-
sammenhiéngende und geschlossene) topologische Summe 2. Art zweier Exem-
plare der komplex.projektiven Ebene P& dar.

Die 2. Berriachen Zahlen dieser topologischen Mannigfaltigkeiten 8% x §2
und P + P gind beide gleich 2. Es bleibt die Frage offen, ob es einfach
zusammenhingende, geachlossene, 4-dim. Mannigfaltigkeiten mit der 2, BETTI-
schen Zahl 1 gibt, die verschiedene komplexe Strukturen zulassen, Meines
Wisgens ist nicht bekannt, ob P® verachiedene komplexe Strukturen zuldBt.

4. Die birationale Aquivalenz der Mannigtaltigkeiten Zy
mit der komplex-projektiven Ebene P 10),

4.0. M® gei eine komplexe Mannigfaltigkeit und ¢ ¢ M‘®, Die von Q ver-
schiedenen Pupkte von M® und die analytischen Flichenelemente (=~ kom-
plexe Linienelemente) von M(® in @ lassen sioh in natiirlicher Weise als Punkte

einer neuen komplexen Mannigfaltigkeit M’ auffassen. Die analytischen
Flichenelemente von M® in @ lassen sich als Punkte einer komplex-projek-
tiven Geraden (= RieManwsche Zahlenkugel) auffassen, die Trigersphére des

Punktes @ genannt und mit 7'y bezeichnet werde. MY entsteht, anschaulich
gesagt, aus M@ durch , Herausstechen von @ und darauf folgendes ,,ana-
lytisches Einsetzen von T,. Die Mannigfaltigkeit Z; (vgl. 2. 3.) entsteht
durch Einsetzen einer Trigersphiive aug P11

4.1. Das cartesische Produkt P® x PM (vgl, 2.1.) kann singularititen-
frei als algebraische Mannigfaltigkeit in den P® eingebettet werden. Durch
2= ¥ (£=0,1,2; k=1, 2; 2, homogene Koordinaten des P®) wird eine
eineindeutige Parameterdarstellung dieser algebraischen Mannigfaltigkeit ge-
geben. X, ist damit singularitéitenfrei als algebraische Fliche im P® einge-
bettet. Diese algebraische Fliche werde in den P projiziert. (z,, 25, 25 24)
seien homogene Koordinaten fir P®. Wir setzen: z; = zgy = 2, 9y, 23 = 213 =
=T Yg Ty = Zpg = Xy Yg, Ty = Ty = ¥y ¢y Diese Gleichungen stellen eine ein-
deutige Abbildung y, von X, (gegeben durch # y* — z; y* = 0) auf die
algebraische Fliche ZJ (gegeben durch z, 22 +1 — z; 28 +1 = 0) dar. Die Gerade
zg =0, 2, = 0 von X} werde mit Hp bezeichnet. Durch z, = 0 wird in I, die
Gerade E, bestimmt (vgl. 3. 2.). Man tiberzeugt sich leicht, daB vy, eine ein-

1¢) Man beachts 1. 4.

1) Dieser Einsetzungsprozed ist aus der algebraischen Geometrie bekannt. Die Niitz-
lichkeit dieses Prozesses fiir die Untersuchung komplexer igfaltiglkeiten ist von Herrn
H. Horr in Vortragen und Gesprichen wiederholt betont worden. vgl. such Beanke, H.
und Srizx, K., Modifikationen komplexer Mannigfaltigkeiten und RixMaxnxscher Gebiste,
Math. Ann. 124, 116 (1951), Nr. 3.
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eindeutige Abbildung von X, — E, auf X} — E7 ist und da8 vy, (E,} = EZ.
Die Abbildung y, wird fiir z, = 0, d: h. fir &,, gegeben durch: z, = y*+1,
2y = yp+1, Eg folgt: X, entsteht aus der algebraischen Fliche X¥, indem man
jeden Punkt der (n + 1)-fachen Geraden z, = 0, 7, = 0, abgesehen von den
»verzweigungspunkten (1,0,0,0) und (0,1,0,0), in -+ 1 verschiedene
Punkte ,auflést”. Z, (als algebraische Fliche im P® gpufgefaBt) und die
algebraische Fliche 23 im P sind birational iquivalent. 2} ist eine ,,wind-
schiefe Flache" (n 4 2)-ter Ordnung mit einer (n+ 1)-fachen Geraden (vgl. zum
Folgenden NoxTHER?), insbesondere 8. 195).

4.2. Die Fasern von X, werden durch i, auf die Geraden abgebildet, die
das Ebenenbiischel z; ¥, — z; ¥, = 0 aus 2 herausschneidet, @ sei oin von
den Verzweignngspunkten verschiedener Punkt der (n + 1)-fachen Geraden;
wir projizieren 23} von Q auf eine nicht durch @ gehende Ebene 5®. Diese
Projektion g, stellt eine birationale Beziehung zwischen X und P® her.
Die algebraischen Flichen Z, im P® gind also alle mit der Ebene P2 bi-
rational dquivalent.

4.3. Die birationale Beziehung zwischen X, und P® soll etwas niher
untersucht werden, Q,, ..., @nq seien die n + 1 Punkte von ZX,, in die der
Punkt Q von Xy ,aufgeltet” wird, d. h. y, (@) =Q G =1,..,2+1). o, v,
ist eine eindeutige Abbildung von X, —{@,, ..., Qu+1} in P®, Die durch @
gehende Faser von X, wird auf einen einzigen Punkt A, von P® abgebildet,
E, entspricht der vielfachen Geraden von Xy und geht in einen einzigen
Punkt B von P® iiber. Die Punkte 4, liegen auf einer Geraden von P,
auf der B nicht liegt. In @, i=1,...,n + 1) werde die Trigersphére Ty,
{vgl. 4.0.) eingesetzt. Die entstehende Mannigfaltigkeit werde mit X,,5 be-
zeichnet. g, v, bildet X, , eindeutig auf P ab, und zwar T, auf die Ver-
bindungsgerade 4, B. In den Punkten 4; und B von P® mogen die Triiger-
sphiren 7 4p Tp eingesetzt werden. Die entstehende Mannigfaltigkeit werde
mit PP, bezeichnet. p, v, 1iBit sich als eineindeutige analytische Abbildung
von X,,, auf ﬁ(‘i’ p auffassen.

4.4, Die in 4.3. angegebenen Beziehungen lassen sich so formulieren:
Z, kanrn folgendermafBlen erhalten werden. In der komplex-projektiven
Ebene P& werden in n 4+ 1 Punkten A4, die auf einer Geraden liegen, und in
einen Punkt B, der nicht auf dieser Geraden liegt, die Trigersphiren einge-
setzt. Man erhilt eine Mannigfaltigkeit PP ,. Die Verbindungsgersden 4; B
verhalten sich in P(jf g Wie eingesetzte Trigersphiiren. Nimmt man sie aus
PP, heraus und schliefit durch jeweils einen einzigen Punkt wieder ab, dann
erhilt man 2,

13} NorrEnge, M.: Uber Flichen, welche Scharen rationsler Kurven besitzen. Math.
Aun. 8, 5. 161—227 (1871).

( Eingeganger am 7, April 1951.)



