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Choose one section to translate.

Part 1

Start at the beginning and go as far as you can in the
allotted time.

Neuner Beweis des analytischen Charakters der Lisungen
elliptischer Differentialgleichungen?®).
Ven
Hans Lewy in Gotiingen.

In einer Note in den Gottinger Nachrichten 1927 Heft 2 habe ich
cinen neuen Beweis des analytischen Charakters der Losungen eliiptischer
enalytischer Differentialgleichungen in einem Spezialfall ausgefithrt, Hier
folgt der Beweis des allgemeinen Theorems fiir Differentialgleichungen
zweiter Ordoung in zwel unabhingigen Variablen, der wie jener darauf be-
raht, die vorgelegte Ldsung u einer elliptischen analytischen Differential-
gleichung zunachst fiir komplexe Werte der unabhingigen Varablen =z
und y zu ermitteln. Diese Fortsetzung ins Komplexe wird bier aufgefafit
als Losung eines Anfangswertproblems eines ,kanonisch-hyperbohschen
Systems“ von Differentialgleichungen, d. h. eines solchen, wie es z. B. auch
zur Lésung des Anfangswertproblems einer hyperbolischen Differential-
gleichung verwendet wird. Es wird sodann nachgewiesen, daB in einem

. vierdimensionalen Gebiet der Variablen z,, z,, ¥,, %, (Beal- und Imaginar-
teile von @ und y), das das reelle Ebenenstiick 2, =0, y, = 0, in welchem
die Losung u urspriinglich vorliegt, im. Inneren enthilt, die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen beziiglich z,, z, und beziiglich y,, ¥,
erfiillt sind. Das bedeutet aber, da u analytisch von z wnd y in jenem
Gebiet, also auch schon in seinem urspriinglichen Definitionsbereich abhangt.

§ 1.
Charakteristische Differentialgleichungen nnd Fortseizung ins Komplexe.
el
F(:B, YU D, 47,8, t) =0
eine analytisch von den Argumenten abhiingige Differentialgleichung zweiter
1) Begiiglish der altersn Bewsiso sei auf den Enzyklopadiebericht von Lichtenstein
20 12, 8. 1320 und auf die jingss erschienenen’ Arbeiten von T. R4d6, Math. Zeitschr.

25, 8. 514, und 8. Bernstein, Math. Zeitschr.- 28, 5. 330 ., verwiesen.
Mathewastische Anpalen. 101 40



610 H Lewy.

Ordnung, in der

P=Uy (=U, T=Uy,, §= Uy, =1y,

wie iblich zur Abkiirzung gesetzt sind. Filr eine vorgelegte Losung
sei die Differentialgleichung in einem (Gebiet der z, y-Ebene vom ellip-
tischen Typus, d. h. es sei dort

a5 >0

woraus insbesondere Z—f_‘=}= 0, %4:0 folgt. Man verstehe nun unter den
stetigen Funktionen g, (=, y) und g, (z, y) die beiden sicher verschiedenen
komplexen Wurzeln der Gleichung

oF 2F | oF
5 et 5 =6
unter demn Differentiationsoperatoren ’ bzw. * die folgenden linearen Kom-
2 3 '
2z by
2

binstionen der Symbole und

== e i ‘_,,_a_. i __2_
=iz Th 2y’ 9z T Qagy:

r

Dann folgt
y' —p,2'=0 mnd ¥ —o.2" =0.

Aus dem Bestehen dieser Gleichungen folgen jetzt in bekannter Weise
rein algebraisch noch weitere charakterische Differentialgleichungen fiir die
Grofen z, ¥, %, P, ¢, 7, 8, §. Diese sowohl wie die beiden schon genannten
y' — o, @' ==0 und 3 — g, 2’ = 0 lassen sich nach geeigneter Auswahl in
die folgende Form setzen:

oo

2 a;pp=0 (i==1,2,...,6),
k=1

(1)

o

24, ¢, =0 (i=7,8),
k=1

in der die ¢,, ¢y, ..., ¢y zur iibersichtlicheren Schreibweise fiir =, y,...,¢
stehen, die @, vermoge unserer Veraussetzung iiber F analytische Funk-
tionen der Argumente @, ..., ¢, sind und wo die Determinante ja,, | nicht
verschwindet?). Das Nichtverschwinden der Determinante |a,, | folgt aus

%) Eine niihere Begriindung findet man bei Hans Lewy, , Uber das Anfangswert-
problem einer hyperbolischen nichtlinearen partiellen Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit zwei Verinderlichen, Math. Annalen 98, 8. 179 £, und bei K. Friedricks
und Hans Lewy, ,Lisung des Anfangsweriproblems einer beliebigen nichilinearen
hyperbolischen Differentialgleichung belichiger Ordmung in zwei Veriablen®, Math.
Annslen %9, 8, 2008, 7
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den nach der Vorsussetzung des elliptischen Charakters erfiillten Un-
gleichungen . o
8F & Ll 5 F aF
5 —(@) F0 HHO FHo

Um die in der Einleitung angekiindigte Fortsetzung ins Komplexe
auszufithren, werden wir alle Gréflen ¢ als Funktionen wven vier unab-
hingigen Variablen &, &, #,, 7, angeben, die wir so wihlen, daB fiir
£, = 1, = 0 die Ebene &, 5, mit der #, y-Ebene zusammentalls, d. h. so, dafl

z (&, 0,m,0)=¢,(£,0, 7, 0)=4¢,
y(fp O: s 0) = @y (‘Ep G, /P 0) =11

ist. Dadurch sind in der Ebene £, =, = 0 die simtlichen g, die vorher
Funktionen von z, ¥ waren, nun als dieselben Funktionen von &, und 7,
bekannt. Um nun diese ¢, ..., ¢, als Funktionen der vier Argumente
£, &, 1,, 7, 20 bestimmen, greifen wir ein ins Innere des Definitions-
bereichs unserer Losung fallendes (eradenstiick #, — konst. unserer f;, n,-
Ebene heraus, Die ¢,,..., 9, sind dort also Funktionen von £,. Wir
bestimmen jetzt die ¢ in einer gewissen zweidimensionalen beiderseitigen
Umgebung dieses Geradenstiickes in einer &, n,-Ebene. Wir benutzen zur
Fortsetzung in diese das obige System (1) der charakteristischen Differential-
gleichungen

%’an,cpi=0 (i=1,...,6);
%‘dik‘?‘k= 0 (t=1, 8},
geben aber den Operatoren nun die Bedeutung?®)
e 242
I - 68y dng
) ._ @& @
RIS

Man hat hier ein Anfangswertproblem fiir Funktionen der beiden umab-
hingigen Variablen &,%, vor sich, dessen Liosbarkeit von mir in der
zitierten Arbeit iiber das hyperbolische Anfangswertproblem bewiesen wurde.
Allerdings werden bei dieser Fortsetzung die Funktionen ¢ moglicherweise
komplex werden, da schon fiir & = 7, = 0 nicht alle g, reell sind. Die
Bedeutung der @, fiir komplexe Werte der ¢ anzugeben, hat keine
Schwierigkeit, da die g;, analytisch von den ¢ abhingen; wir erkliren die
a,, fir kompleze Werte der ¢ einfach als analytische Fortsetzungen der

%) Wesentlich an dieser Festsctzung der Bedentung der Operatoren ist nar,
daB sie Differentiationen in zwel verschiedenen Richtungen der I, y;-Ebene he-
deuten und da$ keine dieser Richtungen parallel zur , Anfangsgeraden gy =@ ist.
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a;, fir reelle Werte der p. Um nun den zitierten Satz*) unmittelbar
anzuwenden, zerlege man die Funktionen ¢ in Real- und Imagindrteile

@ =@ -tig

und benutze zur Fortsetzung das aus dem obigen System durch Aufspal-
tung pach Real- und Imaginirteil entstehende neue System von doppelt
soviel Differentialgleichungen fiir doppelt soviel Unbekannte. Dabei sind
die Anfangswerte der g selbstverstindlich gleich denen der ¢ selbst vad
die der ¢ gleich Null zuz nebmen. Das neune System hat natiirlich wieder
eine Determinante, die fiir die Anfangswerte nicht verschwindet®).

D! h Lewy, loc. ¢it. Im folgenden werden noch die folgenden Eigenschaften
von Losungen eines solchen ,kanomisch hyperboliachen Systems benutzt, die ich
hier zusammenstellen michte:

1. Man kann eine etwa aus zwei kongruenten Trapezen (vgl. Figur) bestehende
beiderseitige Umgebung des Geradenstiickes #, = konst. angeben, in der die Funk-
tionen ¢ existieren und den obigen Differential-
£y shons, AP gleichungen gehorchen; die Grofie der Trapeze hingt
T 7 dabei, was die Anfangswerte betrifit, nur ab
«) von oberen Schranken der 0% i, | 22| auf dem
Toag {7 | 992
herausgegriffenen Geradenstiick; £) von oberen und
unteren Schranken fiir die @, §; selbst; y) von einer unteren Schranke fur den Ab-
stand der durch die Anfangswerte ¢, #; gegebenen Kurve des )6-dimensionalen
%, #i-Baumes vom niichsten singularen Puokt der Funktionen ajy{g,, @e, ..., ¥)
und von der nichsten Nullstelle der Determinante &,;'. Es wird dabei vorausgesetzs
daB alle betrachteten Anfangswerte der g einem genfigend kleinen Bereich des
@-Ranmes angehiren.

2. Sind die Anfangswerte der ¢ und ihre ersten Ableitungen stetige Funktionen
von einem oder mehreren Parametern, so folgt aus dem soeben Gesagten, daB man
die Grofle der trapezidrmigen Umgebung des Geradensticks fur die verschiedenen
Werte des Paramcters gleichm#8ig nach unten abschitzen kann, und zwar durch
eine positive Schranke. '

3. Stetige n-malige Differenzierbarkeit der ¢; nach den Variablen der Diffe-
rentialgleichungen und nach Parametern bleibt in der besagten Umgebung des Ge-
.radenstiicks erhalten, wenn sie fur die Anfangswerte gesichert ist.

Soweit diese Eigenschaften der Losungen kanonisch hyperbolischer Systeme
nicht schon in meiner Arbeit genannt und bewiesen werden, sind sie jedenfalls durch
leichte Modifikation des dortigen Existenzbeweises zu erhbalten, oder — wie ich dies
1o Géttinger Vorlesungen ausgefihrt habe — indem man villig analog zu den Me-
thoden verfihrt, die zum Beweise der entsprechenden Behauptungen in der Theorie
der gewohnlichen Differentialgleichungen benutzt werden. Vgl. auch die Fubnote S. 610.

% Denn sonst wirde ein mit der neuen Matrix gebildetes linear homogenes
Gleichungssystem eine nicht triviale Losung besitzen, alse auch ein Yinear homogenes
Gleichungssystem mit der alten Matrix, was unmdglich ist, weil -dessen Determinante
nicht verschwindet. ' o
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Das Verfahren der Fortsetzung, das soeben fiir ein Geradenstiick
5, == konst. ‘der Ebene & =5, = 0 als Anfangskurve beschrieben warde;
wende man nun atf glle parallelen Geradenstiicke 7, == konst. dieser Ebene,
soweib sie in den Definitionshereich der Lésung % fallen, an. Man bestimmt
so die Funktioven @ in einem dreidimensionalen Gebiet®) des £, £, 7, 75~
Raumes, nimlich einem solchen, in dem & = 0 gilt. Dies Gebiet enthilt
das Ebenenstick der Ebene £, = 5, = 0 im Inneren.

Nunmehr geht man von den similichen Geraden &, = konst., 7, = konst.
des soeben betrachteten dreidimensionalen Gebietes &, = 0 des £,,&,,9,, %a-
Raumes aus und setzt die dort bekannter Funkfionen ¢,, ..., @, In ein um-
gebendes vierdimensionales Raumstiick®) fort, indem man wieder das System

Sanpi=0 G=1,...6)
%’ai_wé=0 (¢=17,8)
benutzt, jetzt aber den Operateren die folgende Bedeutung gibt:
- 23
88 omy’
(%) s s
= +3‘§; + any
§2.

Riiekkehr zu den alten Variablen.

Ein Hauptpunkt der folgenden Untersuchung st der Nachweis, dafl
man anstatt £, &, ;. 1, 8Uch T, Ty, Yy, ¥, al8 unabhingige Variabe em-
fiihren kann, wenn man sich auf eine hinreichend kleine vierdimensionale
Umgebung eines Punktes @, % des urspriinglichen Definitionsbereiches von «
beschrinkt, was wir natiilich tun wollen. Es genfigt dazu wegen der
Stetigkeit?), das Nichtverschwinden der Determmante

4= a(wy, %, U 9'2)
8(&1, &15 T ¥s)
in dem betreffenden Punkte der ,Anfangsebene® nachzuweisen. Da dort
die &,, &5, Ny, 772 bZW. mit den z,, %, ¥;, ¥, ibereinstimmen, hat man dort
die Gleichungen fiir acht von den in Frage kommenden Ableitungen:

oz, Jxy B 2y,

—1, B -0, _
{2) ae, 8 0, BE o0&, 0;
N day Yy Y

0 == 0: =1 2 =2 =0,
3‘0; o9 b on,

%) Vgl. die FuBnote 4.
%) Vgl Anm. ).
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Spaltet man weiterhin die Funktionen p, und g,, vgl 8. 610, in dem be-
treffenden Punkte nach Real- und Tmaginirteil, also

6 =0, Ffa, g=0—1%0, o=+0,
g0 liefen die Gleichungen y'— g, 2z'=0 und 3 — g,z =0 in den ver-
schiedenen Bedeutungen (*} und {(*) der Differentiationsoperatoren die
folgenden vier Gleichungen (unter Benutzong von (2))

Bl (o tia)( 1+ 4IR) 0,

(3) a1y an,
0y1+ %_(0 zos}(_l_l_aﬂ:,_{_ a’-‘cz)=0;
By, . . DY ?
ag‘z‘F"_y‘—l A _}"“’-3)( 5’?) 0,

(4)
Wiy (o a‘%)(”ﬂ i%2) 0.

Die ersten beiden lLiefern durch Subtraktion

251+2¢a2(a"*+ i72) =0,

3 _p. dm__ 4
352 ! g1y oy

ax, .G,
__,L -‘l-
61} +

! a']z
Weiter erhalt man
3311_{_ Yy (oy-bio)(oytio)  i(e}tad) 2 __g- Byy _ oftef

F11g FEN ag 6 ' By Py o
Abnlich entstebt aus den Gleichungen (4) durch Subtraktion
. 0y . cdxy W Bz 8z, 1
2 + 23’ K ( E + ) 0, dEg + aé.s; dg, a‘akﬂ 0, afﬂ oﬁ’

woraus dann
P {6, to, )i 20y Ty By o
6”;‘3+ —1+ oy za, * BE, =9, 25, o

folgt. Die Matrix der Ableitungen der z, z, ¥, y, nach den & &, v, , sieht
also in dem ins Auge gefaliten Punkte der Anfangsebene & = 5, = 0 s0 aus:

n b om o ¥e
& a i 0 i
9g Oy
" 0 0 |t 0
3
%2 0 b : 0 sfrof
~ N [ H ay
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Wie man sicht, ist die Determimante ungleich null, nimiich gleich 1; man
kann also in einer vierdimensionalen Umgebung des betreflenden Punktes
der z, y-Ebene die z,, 2, 7y, ¥, als neue Koordinaten einfihren.

Allgemein werden die Differentiationssymbole nach £, &, %, %
lineare Kombinationen derer nach z,, z,, 9,, ¥,- Schreibt man

é 4

(5) s+ 7 =45 +Biy +0( i)+ Dy (g

so wird sus (05 31%)(?1+5yﬂ)—91('5%+ai% (¢, +iz,) =0 wegen
der Tatsache, daB der Operator a—i;—{—z‘-a—% null ergibt, wenn er auf emme
analytische Funktion von z, -7, (hier z + iz, selbst) ausgeiibt wird,
und wegen der entsprechenden Tatsache fir den Operator —5% -t i%

B, —p,4,=0,
und 4, ist ungleich pull, weil sonst der Operator (5) nicht reell sein kanm,

suler wenn C, und D, such verschwinden; das ist aber unmoglich, weil

d .
nicht — E -3_?]; 1st.

Man findet demnach
i i) 7 8 ] . f F:] .,
{6) jé;+'3?ﬁ=‘41§;;+91‘41'3;:+01(’3?1+35‘§;) +D1('a_y:+z’§§;)’
und #hnlich

; a g 14 2 8 ?
(1) — 5o = o+ eady o + G (ot i35 + D (i)

(8) B_E;;_—B% 13%"*‘91 1y, +G( 4z E"i)"i_ﬂ;(a_zr:_'_{};:)’
(9) 3_B£;+5a 333:1+95 gay T G?(E%_{’_i}g.:)"*'ﬂg(g‘%—ki%)_

Alle diese GroBen 4,, C,, D,, ..., H, sind nichts weiter als lineare Kom-
binationen der Differentialquotienten der z,, #,, ¥, ¥, Dach den &,, &, 5,943
z B. ist offenbar

6= Zt+)e iD= st
R G P L)
it =( m—p)em =( sE— e
6= mti)a  ihR=( gt
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und es ist auflerdem wichtig, nochmals hervorzuheben, dab A, 4,, B,, E,
samtlich vngleich null sind.

Fiir das Folgende wesentlich sind die Werte der O, D,, C,, D,, Gy, G,
H, H, in der Anfangsebene 2, =y, = 0. Man hat dort unter Benutzung
unserer Differentiationstafel.

sy Oy . __oi+ed

301——"&:, ?r.Dl—-- PR

. o . vi-tof

i0,=21, i Dy =22,
(10) : B

. 1 . ay

391=—;;, iHI:*;B":

. 1 . oy

iG’_—"'—o:, ﬂ-Ié:Tg.

§ 3.

In der Anfangsebene gelten nun die charakieristischen Differential-
gleichungen (1) in dreierlei Form, entsprechend den drei Bedeutungen des
Operators * bzw. '. Die erste auf 8. 610 erwihnte Bedeutung von ’ bzw. '
lautete

= &, & dy’
\ é i
b2, -+ 9333;;,

die zweite war die von (¥), die dritte die von (**). Man subtrahiere nun
von dem System (1) in der zweiten Bedeutung das mit 4, bzw. 4, multi-
plizierte der ersten Bedeufung und erhdlt so unter Beriicksichtigung von
(6) und (7) und von (10)
8

d, [ @ - oftof/ o AV
20 (7% (i) Ve im0
wobel der Index ¢ von 1 bis 8 lduft. Aus dem Nichtverschwinden der
Determinante |@;,| in der Anfangsebene folgt nunmehr

o/ 8 , .2\ , aftoff § LAY .
(11) l:—-( —r'?:a—:;;)-r s(ggz'—l—ﬁa—%-)_](pk—o (krl,...,S)o

0y \ 82, oy

Abnlich folgert man, wenn man das charakteristische System in seiner
ersten Bedeutung mit £, bzw. B, multipliziert und von dem echarakte-
ristischen Systemr in der dritten Bedeutung (**) abzieht und wiederum
die Werte (10) der Koeffizienten @, @,, H,, H, in der Anfangsebene heran-
zieht: ’

(11) {l(é-i-wsra'a—%)-#—*{i»;—ié%)]@ﬁo (b=1,...,8).

Gy 63 1 0%,
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Fiir jedes einzelne ¢, nun stellen die beiden Gleichungen (10) und (11}
zwei Gleichungen dar, aus denen wegen des Nichtverschwindens von

tc_:_l_ ot -of

5 . 1 = 1

LI

ay o;
(5%+£a—i;)qok=0 und ( +1i3 )cpk——O

folgt. (Das darf nicht verwundern, denn die Bedeutung ‘der Operatoren’
bzw. * war natiirlich dementsprechend festzulegen.)

Somit ist das Erfitlltsein der Caucﬂy—Riemannschen Differentialglei-
chungen in der Anfangsebene z,:=9,=—0, oder nm in der Sprache der
&, £ar W1 My zu Teden, in der Ebene & =7, = 0 gesichert. Wir weisen
gunichst ihre Giiltigkeit in jenem dreidimensionalen Raumstiick §, =0
nach, in das wir zuerst vermdge der Bedeutung (¥} der Operatoren * bzw.’
fortgesetzt haben. Wir setzen zur Abkiirzung

3 . @ a8, .8
Vz-—"a—g;-'—l—"&a, VU_E;:_I_?’E;;.

Wir dividieren die Gleichungen des charakteristischen Systems in der
besagten Bedeutung bzw. durch 4, und 4,, die ja beide nicht verschwinden
‘vgl. 8. 615) und wenden suf das so umgeformte System die Operatoren
v, und ¥, an. Da die g, analytisch von den ¢, ..., ¢, abhingen, ist

aaﬂ:

4 =T = Frn V =P
Zaa,,,
a@; y !
{In diesen (leichungen wird in der komplexen Differenzierbarkeit der g,

zum einzigen wesentlichen Male die analytische Abhingigkeit der Differential-
gleichung F =0 von ihren Argumenten benutzt) Weiter ist beispielsweise

32”: (dx +e @15y +A1V+AIV)%

Ii

1
R T A S AN
&

g it
+Vzﬁipq’k+75 k+£'z= 3%73‘3’:

8
1

- . G, {;99 #po.
=Z'(V:c¢k)’7dyzz‘" z‘?};_}— Vg k+ . aq,:Farcpl

r
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Wir schen also, daf die Anwendung des Operators F, anf das durch 4,
baw. 4, dividierte Differentialgleichungssystem zu dem folgenden Diffe-
rentialgleichungssystem fithrt:

%'a’ik (Va:%)'*l‘ kZ(bqu @t GﬁkVy%) =0 (i=1,...,6),
0 Sa,Co) + SCabmt e,z =0 (=79,
Eine dhnliche Anwendung des Operators F, bewirkt die Gleichungen

e + S @bt el p) =0 (i=1..,6),
B Sa, 00 + St teabye) =0 (=18

Dieses System von 16 Differentialgleichungen fiir die 16 Funktionen
V. P V, @, ist ein kanonisch byperbolisches System mit nichtverschwin-
dender Determmante Die Determinante ist nimlich gleich |, i% Wir
haben in den Ausdriicken V,_¢@,, ¥, ¢, Lisungen eines Anfangswertproblems
dieses Systems vor uns, némlich eines solchen, dessen Anfangswerte simtlich

null sind. Eine Ldsung dieses Problems wird

V.o, =0, V,e.=0,

wie aus der Homogenitit der Differentialgleichungen folgt. Aus dem fir
diese Systeme giiltigen Eindeutigkeitssatze ®) folgt nunmehr, daf es nur diese
Losung gibt, also daB die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in
dem betrachteten dreidimensionalen Gebiet gelten.

Ganz ebenso beweist man nunmehr die Gleichungen

V,p, =0, Vo =0

z ¥

in dem zu betrachtenden vierdimensionalen Gebiet, indem man sich er-
innert, daB die Fortsetzung der g, in dieses erfolgte, indem man von allen
Geraden {, = konst.,, 5, = konst. des obigen dreidimensionalen Gebictes aus-
ging. Auf diesen sind aber die ¥ o, =0, Ve, =<0, wie eben bewicsen.
Eine analoge Schlubweise fidhrt nun zu der Behauptung.

Damit ist der Nachweis des analytischen Charakters der vorgelegten
Losung unserer Differentialgleichung beendet.

%) Ein soloher Eindentigkeitssatz steht in meiner zitierten Abhandlung. Fs laBt
sich die Eindeutigheit sechon unter schwicheren Voraussetzungen als den dort an-
gegebenen beweisen, wenn man die in der Theorie der gewdhnlichen Differential-
gleichungen tblichen Methoden benufzt; vgl. hierzu aveh O, Perron, , Uber Existenz
und Nichtexistenz von Integralen partieller Differentialgleichungen im reellen Gebiet®,
Math. Zeitschr. 27, 8. 545 f.,, sowie Haar, C. R. 187 {2.6. 1928), und meine anfangs
zitierte Abhandiong in den Gttinger Nachrichten 1927, 8. 184fi. Hier liegen die
Dinge wegen der Linemritit der Differentialgleichungen brigens besonders einfach.



Analytischer Charakter der Losungen elliptischer Differentialgleichungen. 619

-

§ 4.

Zum Schtu mnoch ein Wort fiber die IMfferenzierbarkeitsvoraus-
selzungen, denen die vorgelegte Losung u(x,y) gehorchen muf. Zur
Fortsetzung in den vierdimensionalen Raum ist es hinreichend, die Funk-
tionen ¢ in der reellen Anfangsebene als zweimal stetig differenzierbar
vorauszusetzen, Die Funktionen ¢ sind dann iiberall zweimal stetig nach
den Argumenten differenzierbar und der im vorigen Paragraphen benntzte
Eindeutigkeitssatz bezieht sich dann auf stetig differenzierbare Funktionen
V., V,9, (vgl hierzu die Anmerkung S.618). Wi unterlassen es, zu
untersuchen, wie weit unsere Voraussetzungen, die damit eine wviermalige
stetige Differenzierbarkeit won « bedeuten, gemildert werden konnen, ohne
die Einfachheit des Gedankenganges zu beeinfrfichtigen.

Ubrigens lassen sich die Uberlegungen dieser Arbeit auf die Diffe-
rentialgleichungen hoherer Ordnung und auf Systeme von Differential-
gleichungen erster Ordnung in zwel Variablen verallgemeinern.

(¥ingegangen am 23, 10. 1828}




Fundamentalgruppe
und zweite Bettische Gruppe

Von Hemwz Horr, Ziirich

Einleitung

Es ist bekannt, da die erste Bettische Gruppe B! eines Komplexes K
durch die Fundamentalgruppe & von K bestimmt ist: sie ist die Faltor-
gruppe von & nach der Kommutatorgruppe!). In dieser Arbeit wird
der EinfluB von & auf die zweite Bettische Gruppe B? untersucht.

a) B? ist, wie man schon an trivialen Beispielen: sehen kann, nicht
durch & bestimmt; es wird aber folgendes festgestellt: Jeder Gruppe ®
ist durch einen bestimmien algebraischen Prozefl eine Abelsche Gruppe Gy
zugeordnet, die im allgemeinen nicht die Nullgruppe?) ist; wenn & die
Fundamentalgruppe eines Komplexes K und wenn S die Untergruppe
von B ist, die aus denjenigen Homologieklassen besteht, welche stetige
Bilder von Kugelflichen enthalten, so ist

B2 G GF

Die zweite Bettische Gruppe besitzt also (B als homomorphes Bild,
und sie kann daher, wenn die Fundamentalgruppe ® gegeben ist, ,nicht
zu klein® sein. Ist z. B. (& eine freie Abelsche Gruppe vom Range p,
p—1) | £

3 : fiir

einen Komplex mit dieser Fundamentalgruppe G ist mithin die zweite
Bettische Zahl mindestens gleich—?iz—];—ll .

Die ,,untere Schranke* ®;* fiir die mit & als Fundamentalgruppe ver-
triglichen zweiten Bettischen Gruppen kann nicht verbessert werden;
zu jeder Gruppe ® (mit endlich vielen Erzeugenden und endlich vielen
Relationen) gibt es nimlich einen Komplex K, der die Fundamental-
gruppe G besitzt und in dem jedes Kugelbild homolog 0, also &* = 0 ist;
dann ist B2 = G/ .

Die allgemeine Theorie dieser Zusammenhinge wird im § 2 dargestellt;

so erweist sich ®;" als freie Abelsche Gruppe vom Range

1y Seifert- Threlfall, Lehrbuch der Topologie (Leipzig und Berlin 1934), § 48, —
Statt ,,Homologiegruppe® (1. ¢.) sage ich ,,Bottische Gruppe®.

%) Die Nullgruppe, oft kurz mit 0 bezeichnet, ist die Gruppe, die nur ein Element
enthilt.
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der § 3 enthalt spezielle Folgerungen und Beispiele. Im § 1, der rein
gruppentheoretischen Inhalt hat, wird die Gruppe ®;° eingefiihrt.

b) Der § 4 handelt von dem Einflu der Fundamentalgruppe auf die
Schnitt-Eigenschaften der Zyklen in einer n-dimensionalen (geschlossenen
und orientierbaren) Mannigfaltigkeit M, Es stellt sich heraus: Diese
Eigenschaften, soweit es sich wm Schnitie zwischen je einem (n — 1)-dimen-
sionalen und einem zweidimensionalen Zyklus, sowie wm Schnitle zwischen
je zwei (n — 1)-dimensionalen Zyklen handelt, sind rein algebraisch durch
die Fundamentalgruppe bestimmd.

Zum Beispiel ergibt sich: wenn ®& eine freie Gruppe ist, so sind die
genannten Schnitte simtlich homolog 0; wenn & eine Abelsche Gruppe
ist, so ist der Schnitt zweier (n — 1)-dimensionaler Zyklen nur dann
homolog 0, wenn die beiden Zyklen linear abhiingig im Sinne der Homo-
logien sind.

Die Beschrinkung auf Mannigfaltipkeiten ist ibrigens nicht notig;
zieht man nimlich die neuere Produkf-Theorie in Komplexen heran®),
so bleiben die angedeuteten Sitze giiltig, wenn man die Schnitte zwischen
(n — 1)-dimensionalen und zweidimensionalen Zyklen durch die Cech-
Whitneyschen Produkte zwischen eindimensionalen Kozyklen und zwei-
dimensionalen Zyklen sowie die Schnitte zwischen zwei {(n — 1)-dimen-
sionalen Zyklen durch die Kolmogoroff-Alexanderschen Produkte zwischen
zwei eindimensionalen Kozyklen ersetzt; die Produkte selbst sind im
ersten Fall eindimensionale Zyklen, im zweiten Fall zweidimensionale
Kozyklen (aus diesen Formulierungen sieht man iibrigens, da es berech-
tigt ist, auch die oben genannten Schnitte, bei denen (n — 1)-dimen-
sionale Zyklen auftreten, zu den Eigenschaften eindimensionaler und
zweidimensionaler Gebilde zu rechnen).

¢) Falls eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit M3 vorliegt, so kommt
zu den Beziehungen zwischen & und B, die in den §§ 2 und 4 fest-
gestellt werden, noch die durch den Poincaréschen Dualititssatz aus-
gedriickte Beziehung sowie, fir die Schnitt-Eigenschaften, die Gleichheit
n — 1 = 2 hinzu. Diese verschiedenartigen Bezieshungen sind im allge-
meinen nicht miteinander vertriglich, und daher sind die Gruppen &,
die als Fundamentalgruppen dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten auf-
treten, starken Einschrinkungen unterworfen. Derartige Bedingungen
sind in dem kurzen § 5 zusammengestellt. Als Anwendung ergibt sich

?) Zusaramenfassende Derstellung: H, Whitney, On products in a complex, Annals
of Math, 39 (1938}, 397—432.
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ein neuer Beweis fiir den Satz von Reidemeister: Die einzigen Abelschen
Gruppen, welche als Fundamentslgruppen dreidimensionaler Mannig-
faltigkeiten auftreten, sind die zyklischen Gruppen und das direkte
Produkt von drei unendlich-zyklischen Gruppen.*)

d) Sowohl fiir den Aufbau der allgemeinen Theorie als auch fiir die
Behandlung von Beispielen sind gruppentheoretische Uberlegungen not-
wendig, die mir auch vom gruppentheoretischen Standpunkt aus nicht
uninteressant zu sein scheinen. Besonders wichtig ist die Bildung von
,.hoheren Kommutatorgruppen®’, die in der neueren Gruppentheorie eine
Rolle spielen®): ist R eine Untergruppe der Gruppe §, so verstehe man
unter Cz(R) die Gruppe, welche von allen Kommutatoren zr z=tr—!
erzeugt wird, fir die z ¢ §, r ¢ R ist; speziell ist Cy(F) = 5 die Kom-
mutatorgruppe und € {€) = €% die zweite Kommutatorgruppe von § .
Die Struktur der Gruppe ®; , die in unserem unter a) genannten Haupt-
satz auftritt, ist folgendermafien zu bestimmen: wenn & homomorphes
Bild einer freien Gruppe §¥ und wenn R der Xern dieses Homomorphismus
igt¥) — ein solcher Homomorphismus liegt immer vor, wenm & durch
Erzeugende und Relationen gegeben ist —, so ist

G = (RNEy/CyAR) .

Eine Grundlage fiir unsere Untersuchungen ist der gruppentheoretische
Satz, daB die durch diese Formel gegebene Gruppe ®;* nicht von der
speziellen Darstellung der Gruppe ® als Bild von ¥, sondern nur von
@ selbst, also nicht von & und R, scndern nur von der Faktorgruppe
%/ abhangt.

Das folgende Beispiel zeigt, von welcher Art die gruppentheoretisch-
topologischen Zusammenhange sind, mit denen man es zu tun hat.

® sei durch Erzeugende E,, ..., K, gegeben, zwischen denen eine ein-
zige Relation R(Z,, ..., E,) =1 besteht; man betrachte das Element
r= Rle,, ...,e,) der von freien Erzeugenden e, ...,e, erzeugten

freien Gruppe § ; es gelten die folgenden beiden Satze: (I} Dann und nur
dann gibt es einen Komplex K, dessen Fundamentalgruppe ® und
dessen zweite Bettische Gruppe 0 ist, wenn r nicht in €y enthalten oder

4y K. Reidemeister, Kommutative Fundamontalgruppen, Monatshefte f. Math.
u, Ph. 43 (1836), 20-—28,

§) Zur Orientierung iiber die bei uns auftretender: Begriffe aus der Gruppentheorie:
W. Magnus, Allgemeine Gruppentheorie {(Enzyklopidie d. math, Wigs, I 1, 8;
Leipzig-Berlin 1989}, Nr. ¢ (besonders p. 17) und Nr. 14.

) Der ,,Kern* eines Homomorphismus jst das Urbild des Eins-Elementes der Bild-
gruppe.
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wenn ¢ = 1ist. — (II) M" sei eine Mannigfaltigkeit mit der Fundamental-
gruppe G ; dann und nur dann gibt es in M" zwei (n — 1)-dimensionale
Zyklen, deren Schnitt nicht homolog 0 ist, wenn r in €, aber nicht
in @% enthalten ist.

e) Nachdern man ziemlich befriedigende Sitze tiber den Einflufl der
Fundamentalgruppe auf die zweite Bettische Gruppe gewonnen hat,
wird man fragen, ob éhnliches nicht auch fiir die hoheren Bettischen
Gruppen moglich sei. Die oben erwahnte Rolle, welche die Kugelbilder
spielen, gibt einen Fingerzeig, in welcher Richtung man derartige Ver-
allgemeinerungen zu suchen haben wird: der Begriff des Kugelbildes ist
der Grundbegriff der Homotopie-Theorie von Hurewicz, und auch die
iibrigen Begriffe und Beziehungen, die im § 2 auftreten — insbesondere
der Begriff des ,, Homotopie-Randes* eines zweidimensionalen Komplexes
—, scheinen mir in den Ideenkreis von Hurewicz zu gehoren’); iibrigens
ergeben sich auch einige direkte Beriihrungen mit Resultaten dieser
Theorie (Nr.12 b, e). Ich halte es daher fir wahrscheinlich, daB
die in der vorliegenden Arbeit festgestellten Beziehungen zwischen ®
einerseits, B2 und S andererseits in allgemeineren, uns noch unbekannten
Bezichungen enthalten sind, die zwischen den ersten &£ Homotopie-
gruppen einerseits, der (k 4 1)-ten Bettischen und der (k + 1)-ten
Homotopiegruppe andererseits bestehen. Jedenfalls lassen sich der
erwahnte Begriff des Homotopie-Randes und seine Haupt-Eigenschaften
auf hshere Dimensionszahlen iibertragen; wichtig fiir derartige Verallge-
meinerungen diirfte der Zusammenhang zwischen der Fundamental-
gruppe und den hoheren Homotopiegruppen sein, auf den Eilenberg
aufmerksam gemacht hat®).

Wenn man dagegen die Homotopiegruppen nicht heranzieht, sondern
ausschlieBlich die Fundamentalgruppe und die Bettischen Gruppen —
also die klassischen Invarianten von Poincaré — untersucht und in diesem
Rahmen die Frage nach den gegenseitigen Beziehungen zwischen diesen
Gruppen stellt, so ist hierauf zu antworten, daB diese Beziehungen sich
auf die Dimensionszahlen 1 und 2 beschrinken; wenn nimlich &, 83,
..., B" willkiirlich vorgegebene Gruppen sind — mit endlich vielen
Erzeugenden und Relationen, die 8" Abelsch —, so gibt es, wie man
leicht sieht, immer einen Komplex K mit der Fundamentalgruppe G

7y W. Hurewicz, Beitrage zur Topologie der Deformsationen, Froe. Akad.
Amsterdam: (T) vol. 38 (1935), 112—118; (II) vol. 38 (1935), 521—528; (III) vol. 39
(1936), 117--128; (IV) vol. 39 (1936), 215—224.

8) S. Hilenberg, On the relation between the fundamental group of & space
and the higher homotopy groups, Fundamenta Math. 32 (1939), 187176,
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und den Bettischen Gruppen 5. *) In diesem Sinne sind also Verallge-
meinerungen unserer Sitze nicht mdglich.

§ 1. Eine Gruppen-Konstruktion

1. Wir beginnen mit der Zusammenstellung einiger bekannter Tat-
sachen. I' sei eine Menge von Elementen «, 3, ... . Jedem geordneten
Paar (x, ) sei eine ,,Summe** « - f ¢ I', jedem « sei ein ,,Inverses*
— o ¢ I' zugeordnet; statt §4(— o) schreiben wir auch 8 — « . Dann
verstehen wir unter einer ,,Restklassengruppe’ von I" folgendes:

I ist in zueinander fremde Klassen «, §, ... zerlegt; zwischen diesen
ist eine Addition erklirt, durch welche die Gesamtheit der Klassen zu
einer Gruppe wird; diese Addition ist mit der Addition in I’ auf folgende
natiirliche Weise verkniipft:

aus xex, fep folgb & - Bex - B ; 1)
aus x ex folgb — e — o .

Jede Restklassengruppe laBt sich folgendermaBen erzeugen. I” wird
durch eine Abbildung ¢ homomorph auf eine Gruppe L1 abgebildet,
d. h. so, dall 19)

gl + B) = q(a} - q(f) , g{—a) = g{a) (1)

iat; die Restklassen sind die Urbildmengen der einzelnen Elemente von
Q; die Summe x-J§ zweier Restklassen ist durch die Vorschrift g{ax+8)
= g{x) - g(B) bestimmt; so entsteht eine mit L isomorphe Restklassen-
gruppe von I,

Unter dem ,,Kern einer Restklassengruppe verstehen wir diejenige
Restklasse, welche das Null-Element der Gruppe darstellt; oder in der
Sprache der Homomorphismen: diejenige Klasse, welche durch ¢ auf
die Eins von £) abgebildet wird,

Mit, Hilfe von (1) oder von (1’) bestitigt man leicht folgende Tatsache:
Zwei Elemente «, 8 von I" sind dann und nur dann in derselben Rest-

¥) Andeutung: Eg gibt einen Komplex mit der Fundamentalgruppe & (Seifert-Threl-
fail, 1. e, 1), 180, Aufgabe 3); der Komplex K’ seiner zweidimensionalen S8implexe hat auch
die Fundamentalgruppe @ ; es gibt ferner einen Komplex K” mit der Fundamental-
gruppe 0 und den Bettischen Gruppen 87, ..., Bn (Alezandroff-Hopf, Topologie 1
{Berlin 1935), 266, Nr, 9); man fige K’ und K” in einem Punkt aneinander.

1t) Im allgemeinen schreiben wir beliehige Gruppen multiplikativ, Abelsche Gruppen
oft additiv; daB wir I' additiv schreiben, obwohl die Summenbildung i, a. nicht kommu.
tativ ist, wird sich im ,,Anhang'* rechtfertigen (im Hinblick auf das distributive Gesetz
der dort behandelten Produktbildung).
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Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer
gegebenen Grosse.

Bernhard Riemann

[Monatsberichte der Berliner Akademie, November 1859.]

Meinen Dank fir die Auszeichnung, welche mir die Akademie durch die
Aufnahme unter ihre Correspondenten hat zu Theil werden lassen, glaube ich
am besten dadurch zu erkennen zu geben, dass ich von der hierdurch erhal-
tenen FErlaubniss baldigst Gebrauch mache durch Mittheilung einer Unter-
suchung iiber die Haufigkeit der Primzahlen; ein Gegenstand, welcher durch
die Interesse, welches Gauss und Dirichlet demselben lingere Zeit geschenkt
haben, einer solchen Mittheilung vielleicht nicht ganz unwerth erscheint.

Bei dieser Untersuchung diente mir als Ausgangspunkt die von Euler ge-
machie Bemerkung, dass das Product

1 1
Ty =xk,
pS
wenn fiir p alle Primzahlen, fiir n alle ganzen Zahlen gesetzt werden. Die
Function der complexen Veranderlichen s, welche durch diese beiden Aus-
driicke, so lange sie convergiren, dargestellt wird, bezeichne ich durch {(s).
Beide convergiren nur, so lange der reelle Theil von s grosser als 1 ist; es lasst
sich indess leicht ein immer giiltig bleibender Ausdruck der Function finden.
Durch Anwendung der Gleichung

fe—nmzs—l d.’L‘ e H(S - 1)
0

erhalt man zunachst
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Betrachtet man nun das Integral

] (—z)*tdx

e —1

von 4o bis +oo positiv um ein Grossengebiet erstreckt, welches den Werth 0,
aber keinen andern Unstetigkeitswerth der Function unter dem Integralzei-
chen im Innern enthilt, so ergiebt sich dieses leicht gleich

oo
s-=1
(e—wsi _ ewsi) f z de',
e —1
0

vorausgesetzt, dass in der vieldeutigen Function (—z)5~! = els=1106(==) der
Logarithmus von —z so bestimmt worden ist, dass er fiir ein negatives x reell
wird. Man hat daher

2sinms (s — 1){(s) = 7’_/(—:;);53:

b

das Integral in der eben angegebenen Bedeutung verstanden.

Diese Gleichung giebt nun den Werth der Function ¢(s) fiir jedes beliebige
complexe s und zeigt, dass sie einwerthig und fiir alle endlichen Werthe von
s, ausser 1, endlich ist, so wie auch, dass sie verschwindet, wenn s gleich einer
negativen geraden Zah] ist.

Wenn der reeile Theil von s negativ ist, kann das Integral, statt posi-
tiv um das angegebene Grossengebiet auch negativ um das Grossengebiet,
welches simmtliche {ibrigen complexen Grissen enthalt, erstreckt werden,
da das Integral durch Werthe mit unendlich grossem Modul dann unend-
lich klein ist. Im Innern dieses Gréssengebiets aber wird die Function unter
dem Integralzeichen nur unstetig, wenn z gleich einem ganzen Vielfachen von
+927¢ wird und das Integral ist daher gleich der Summe der Integrale nega-
tiv um diese Werthe genommen. Das Integral um den Werth n27i aber ist
= (—n2mi)*~!(-27¢), man erhilt daher

2sin7s (s — 1)¢(s) = (QW)SZn-""—l((fi)sfl 4 is—l)’

also eine Relation zwischen (s} und {(1 — s), welche sich mit Benutzung
hekannter Eigenschaften der Function IT auch so ausdriicken lasst:

il (f - 1) 73¢(s)
2
bleibt ungeéndert, wenn s in 1 — s verwandelt wird.
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Diese Eigenschaft der Function veranlasste mich statt II{s—1) das Integral
I (g — 1) in dem allgemeinen Gliede der Reihe Z L einzufiithren, wodurch
nS

man einen sehr bequemen Ausdruck der Function {(s) erhilt. In der That

hat man -
ll’[ (u . 1) -7 — / —nnnz . -1 dl‘
o

=]
Z e—'n,m'rw _ )
i

also, wenn man

setzt,

I (% - 1) n5¢(s) = jw(m)mz !

oder da

—

s{s —1) +
Ich setze nun s = 7 + 1¢ und

(3) (s = Vnicls) = (),
so dass

Ey=1-(tt+3) w(m)m*%cos(%tlog:c)da:

(] Lol

Hk‘-—"ﬁ8

oder auch o
() = 4[ Mm‘i cos(itlog x) dz
4 d
Diese Function ist fiir alle endlichen Werthe von ¢ endlich, und lasst sich

nach Potenzen von ¢t in eine sehr schnell convergirende Reihe entwickeln.
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Da [lir einen Werth von s, dessen reeller Bestandtheil grisser als 1 ist,
log{(s) = — Y log(1l — p~*) endlich bleibt, und von den Logarithmen der
{ibrigen Factoren von £(¢) dasselbe gilt, so kann die Function £(¢) nur ver-
schwinden, wenn der imaginire Theil von ¢ zwischen %z und —%z’ liegt. Die
Anzahl der Wurzeln von £(t) = 0, deren reeller Theil zwischen 0 und T liegt,

ist etwa

I r_T

T on Bor T o
denn das Integral fdlog&(f) positiv um den Inbegriff der Werthe von ¢ er-
streckt, deren imagindrer Theil zwischen %z und —%é und deren reeller Theil
zwischen 0 und T liegt, ist (bis auf einen Bruchtheil von der Ordnung der

1
Grosse T) gleich (T log % — T) 1; dieses Integral aber ist gleich der Anzahl

der in diesem Gebiet liegenden Wurzeln von £(t) = 0, multiplicirt mit 273,
Man findet nun in der That etwa so viel reelle Wurzeln innerhalb dieser Gren-
zen, und es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln reell sind. Hiervon ware
allerdings ein strenger Beweis zu wiinschen; ich habe indess die Aufsuchung
desselben nach einigen fliichtigen vergeblichen Versuchen vorlaufig bei Sei-
te gelassen, da er fiir den nichsten Zweck meiner Untersuchung entbehrlich
schien.

Bezeichnet man durch o jede Wurzel der Gleichung £(a) = 0, so kann
man log £(¢) durch

[22
1 @fég ]
> log o) +1log£(0)
ausdriicken; denn da die Dichtigkeit der Wurzeln von der Grosse ¢ mit ¢ nur

wie log — wiichst, so convergirt dieser Ausdruck und wird fiir ein unendliches

¢t nur ungndlich wie tlogt; er unterscheidet sich also von log&(t) um eine
Function von tt, die fiir ein endliches ¢ stetig und endlich bleibt und mit it
dividirt fiir ein unendliches ¢ unendlich klein wird. Dieser Unterschied ist
folglich eine Constante, deren Werth durch Einsetzung von ¢ = 0 bestimmt
werden kann.

Mit diesen Hiilfsmitteln lasst sich nun die Anzahl der Primzahlen, die
kleiner als z sind, bestimmen.

Es sei F'(z), wenn z nicht gerade einer Primzahl gleich ist, gleich dieser
Anzahl, wenn aber z eine Primzahl ist, um % grosser, so dass fiir ein z, bei
welchem F'(z) sich sprungweise dndert,

Fz+0)+ F(z - 0)

Flz) = 5

Ersetzt man nun in

log{(s) = ~Ylog(l—p™") =Zp ™+ 3 Tp > + §Tp7 + -
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p~ % durch s]m"s—l ds,  p~2* durch sfa:_s_l ds, ...,
P p2

s0 erhdlt man

log{ i T
flz)z™ dz,
= [y
wemnn man X .
Flz) 4+ 3 F(z2) + 5F (%) +- -

durch f(z) bezeichnet.
Diese Gleichung ist gliltig fiir jeden complexen Werth a + bt von s, wenn
e > 1. Wenn aber in diesem Umfange die Gleichung

= fh(m):cfgdlogsc
0

gilt, so kann man mit Hiilfe des Fourier’schen Satzes die Function A durch
die Function g ausdriicken. Die Gleichung zerfallt, wenn h(z) reell ist und

gla+bi) = g:(b) +iga(b),

in den beiden folgenden:

fh(:v “cos(blog z) dlog z,

iga(b) = —th “sin{blogz) dlog .

Wenn man beide Gleichungen mit
(cos(blogy) + isin{blogy)) db

multiplicirt und von —oc bis +oo integrirt, so erhdlt man in beiden auf der
rechten Seite nach dem Fourier’schen Satze wh(y)y~®, also, wenn man beide
Gleichungen addirt und mit iy® multiplicirt,

a+ooi
2mik(y) = f g(s)y’ ds,

a—0ot

worin die Integration so auszufithren ist, dass der reelle Theil von s constant
bleibt.



Das Integral stellt fiir einen Werth von v, bei welchem eine sprungweise
Aenderung der Function k(y) stattfindet, den Mittelwerth aus den Werthen
der Function h zu beiden Seiten des Sprunges dar. Bei der hier vorausgesetz-
ten Bestimmungsweise der Function f(z) besitzt diese dieselbe Eigenschalft,
und man hat daher véllig allgemein

a+ocoi

f(y)*i / b—gg(—s)ysds.

2mi ,
a—o0%

Fiir log ¢ kann man nun den frither gefundenen Ausdruck

1
(s—3

2
glogw —log(s — 1) — log Il (%) + 3% log (1 + ——)> + log £(0)

Q
substituiren; die Integrale der einzelnen Glieder dieses Ausdrucks wiirden
aber dann ins Unendliche ausgedehnt nicht convergiren, weshalb es zweck-
méssig ist, die Gleichung vorher durch partielle Integration in

wtoor 108€(5)
R
Sriloge J ds

z® ds

fla)= -

umzuformen.

Da
5 A= s 5
—log Il (5) = lim (Z log (1 + %) — ilobm) .

n=1

fiir m = 00, also

|
= log 1 (f) w dlog (1 + —S—)
__S 2/ _ Z 5 2n
ds ds ’

1

so erhalten dann simmtliche Glieder des Ausdruckes fir f(z) mit Ausnahme

VoI
a+ooi

1 1 1
_ — Sds =1 0
Irilogz . _SslogE(U)I s = log £(0)

die Form .
8

1 1 a+oot d (3 log (1 - B)) .
:l:_"'.' f X dS.

2milogz J ds



Nun ist aber

(eel-3)

dfs CED

und, wenn der reelle Theil von s grosser als der reelle Theil von 3 ist,

a+tcot e

1 r°ds _:cﬁ_“ a1
wi | Foop= 7= e

a—00t
T
= fmﬂ"l dx,
0

je nachdem der reelle Theil von J negativ oder positiv ist

1 s
i | a]mid(;log(l—ﬁ)) .

oder

27ilog _ ds ¥
a—oo
1 ato0o1
= —-— —log (lﬁf) z*ds
2 ]
a—0cot

und

. Man hat daher

81
T
= / dxr + const. im zweiten Falle.
0

log =

Im ersten Falle bestimmt sich die Integrationsconstante, wenn man den
reellen Theil von 3 negativ unendlich werden lasst; im zweiten Falle erhalt das
Integral von 0 bis x um 27¢ verschiedene Werthe, je nachdem die Integration
durch complexe Werthe mit positivem oder negativem Arcus geschieht, und
wird, auf jenem Wege genommen, unendlich klein, wenn der Coefficient von
7 in dem Werthe von § positiv unendlich wird, auf letzterem aber, wenn
dieser Coeflicient negativ unendlich wird. Hieraus ergiebt sich, wie auf der

s
linken Seite log { 1 — B) zu bestimmen ist, damit die Integraticnsconstante

weglallt.



Durch Einsetzung dieser Werthe in den Ausdruck von f(x) erhélt man

oo

f(@) = Lile) - £ (Li (+3%) + Li (277 + f

€

1
2 —1zlogz

+ log £(0),

wenn in 3% fiir o simmtliche positiven (oder einen positiven reellen Theil
enthaltenden) Wurzeln der Gleichung £(e) = 0, ihrer Grosse nach geord-
net, gesetzt werden. Es ldsst sich, mit Hiilfe einer genaueren Discussion der
Function £, leicht zeigen, dass bei dieser Anordnung der Werth der Reihe

> (Li (:c%*'“i) + Li (:c%'“i)) log z

mit dem Grenzwerth, gegen welchen

_ 152
a+bi d-i—Zlog (1 + (s = 3) )
o i z*ds

o—bi

bei unaufhorlichem Wachsen der Grosse b convergirt, libereinstimmt; durch
veranderte Anordnung aber wiirde sie jeden beliebigen reellen Werth erhalten

konnen.
Aus f(z) findet sich F{z) mittelst der durch Umkehrung der Relation

1 1
flx) = ZEF (:cn)
sich ergebenden Gleichung
1 1
P(z) = £(=1)"—f (#%),

worin fiir m der Reihe nach die durch kein Quadrat ausser 1 theilbaren Zahlen
zu setzen sind und g die Anzahl der Primfactoren von m bezeichnet.

Beschrankt man 3% auf eine endliche Zahl von Gliedern, so giebt die
Derivirte des Ausdrucks fiir f(z) oder, bis auf einen mit wachsendem x sehr
schnell abnehmenden Theil,

1 Jcos(alog z)r™1
log = log x

einen angeniherten Ausdruck fiir die Dichtigkeit der Primzahlen + der halben
Dichtigkeit der Primzahlquadrate + % von der Dichtigkeit der Primzahlcuben
u. s. w, von der Grisse z.



Die bekannte Naherungsformel F(z) = Li(x) ist also nur bis auf Grdssen
von der Ordnung z% richtig und giebt einen etwas zu grossen Werth; denn
die nicht periodischen Glieder in dem Ausdrucke von #'(z) sind, von Gréssen,
die mit z nicht in’s Unendliche wachsen, abgesehen:

Li(z) — LLi(2?) — 1Li(23) — 1Li(a?) + 1Li(z®) — LLi(a™) + -

In der That hat sich bei der von Gauss und Goldschmidt vorgenomme-
nen und bis zu z = drei Millionen fortgesetzten Vergleichung von Li(z) mit
der Anzahl der Primzahlen unter z diese Anzahl schon vom ersten Hundert-
tausend an stets kleiner als Li(x) ergeben, und zwar wichst die Differenz
unter manchen Schwankungen allméhtich mit . Aber auch die von den pe-
riodischen Gliedern abhingige stellenweise Verdichtung und Verdiinnung der
Primzahlen hat schon bei den Zahlungen die Aufmerksamkeit erregt, ohne
dass jedoch hierin eine Gesetzmaéssigkeit bemerkt worden wére. Bei einer
etwaigen neuen Zahlung wurde es interessant sein, den Einfluss der einzelnen
in dem Ausdrucke fiir die Dichtigkeit der Primzahlen enthaltenen periodi-
schen Glieder zu verfolgen. Einen regelmissigeren Gang als F(x) wiirde die
Function f(z) zeigen, welche sich schon im ersten Hundert sehr deutlich als
mit Li{z) + log £(0) im Mittel {ibereinstimmend erkennen lésst.



