Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I.

Von Kurt Gddel in Wien.

1.

Die Entwicklong der Mathematik in der Richtung zu griSerer
Exaktheit hat bekanntlich dazn gefiihrt, dab weite Gebiete von ihr
fofmalisiert wurden, in der Art, daB das Beweisen nach einigen
wenigen mechanischen Regeln vollzogen werden kann. Die umfas-
sendsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind das System der
Principia Mathematica (PM)?%) einerseits, das Zermelo-Fraenkel-
sche (von J.v. Nemmann weiter ausgebildete) Axiomensyetem der
Mengenlehre?) andererseits. Diese beiden Systeme sind so weit, dag
alle heute in der Mathematik angewendeten Beweismetboden in ihnen
formalisiert, d. h. auf einige wenige Axiome nnd Schlufregeln zuriick-
geftihrt sind. Es liegt daher die Vermuiung nahe, daf diese Axiome
und Sehlufiregeln dazu ausreichen, alle mathematischen ¥ragen, die
sich in den betreffenden Systemen fiberhanpt formal ausdrficken
jasgen, auch zu entscheiden. Im folgenden wird gezeigt, daf dies
nicht der Fall ist, sondern daf es in dem beiden angefthrten
Systemen sogar relativ einfache Probleme aus der Theorie der ge-
wohnlichen ganzen Zahlen gibt4), die sich aus den Axiomen nicht

1) Vgl die im Anzeiger der Akad. d. Wiss. in Wien (mszth.-naturw, K1) 1930,
Nr. 18 erac%ienane Zusammenfasg der Resultste dieser Arbeit,

. 7 A, Whitehead und B. Russell, Principia Mathematica, 2. Aufl,
Cambridge 1925. Zu den Axiomen des Bysteme PM rechnen wir insbesondere
auch: Das Unendlichkeiteaxiom (in der Form: es gibt genan abzBhlbar viele
Individnen), das Reduzibilithts- und das Auswahlaxiom (fir alle Typen).

3 Ygl. A.Fraenkel, Zehn Vorlesungen #iber die Grundlegnong der Men-
genlehre, Wissensch. n. Hyp. Bd, XXXI. J.v.Neumann, Die Axiomatisierang
der Mengenlshre. Math. Zeitschr. 27, 1988. Journ. f. reine uw w. Math, 154
(19256), 160 (1929). Wir bemerken, daB msn ¥a den in der ange Literatur
]g-:,gebenen mengentheoretischen Axiomen noch die Axiome und SchluBregeln des

wogikkalktls hinzofigen muB, um die Formalisierung zu vollenden. — Die
nachfolgenden Uberlegungen gelten anch fir die in den letsten Jahren von
D. Hilbert und seinen Mitarbeitern aufgesteliten formalen Systeme (soweit dicse
bisher vorliegen). Vgl. D. Hilbert, Meth. Ann. 88, Abh. sus d. math. Sem. der
Uriv. Hambuorg I (1922), VI (1928), P.Bernayse, Math. Ann. 90, J.v.Nenmann,
Math, Zeitschr, 26 (1927). W, Ackermann, Math. Ann. 98. -

) D.h. genener, es gibt nnentscheidbare S&tze, in denen azufler den Iogi-
schen Konstanten: — {nicht), \/ (oder), (z) (fitr alle), = (identisch mit) keine
anderen Begriffe vorkomfen als + (Ad&ition), . (Multiplikation), beide beso,
auf nattrliche Zahlen, wobet anch die Prafixe (x) sich pur suf natirliche Zahlen
beziehen diirfen.
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entscheiden lassen. Dieser Umstand liegt nicht etwa an der speziellen
Natur der anfgestellien Systeme, sondern gilt fir eine segu weite
Klasse formaler Systeme, zu denen insbesondere alle gehorem, die
aus den beiden angefihrien durch Hinzuoftigeng endlich vieler Axiome
entstehen &), voransgesetzt, daB durch die binzugefigten Axiome keine
fnlschd en Sitze von der in Fubnote) angegebemem Art beweisbar
werden.

Wir skizzieren, bever wir anf Details eingehen, zunlichst den
Hauptgedanken des Beweises, natlirlich ohne auf Exaktheit Ansprach
zn erheben. Die Formeln eines formalen Systems (wir beschriinken
uns hier anf das System PM) sind %unBerlich betrachtet endliche
Reihen der Grundzeichen (Variable, logische Konstante und Klam-
mern bzw. Trennungspunkte) und man kann leicht gepau prilzisieren,
welche Reihen von Grundzeichen sinnvolle Formeln sind wnd
welche njcht®). Analog - sind Beweise vom formalen Standpunkt
nichts. anderes als endliche Reihen von Formeln (mit bestimmten
angebbaren Eigenschaften). Fir metamathematische Betrachtnngen

.ist es nattrlich gleichgtiltig, welche Gegenstinde man als Grund-
zeichen nimmt, und wir entschlieBen uns dazu, natiirliche Za.hlen;?l
als solche za verwenden. Dementsprechend ist dann eine Form
eine endliche Folge natfirlicher Zahlen®) und eine Beweisfigur eine
endliche Folge von endlichen Folgen natiirlicher Zahlen. Die meta-
mathematischen Begriffe (Sitze) werden dadurch zu Begriffen (Stitzen)
itber nattirliche Zahlen bzw. Folgen von solchen®) und daher {wenig-
stens teilweise) in den Symbolen des Systems PM selbst ausdriickbar.
Insbesondere kavn man zeigen, daB die Begriffe ,Formel®, ,Beweis-
figar¢, ,beweisbare Formel® innerhalb des Systems PM definierbar
sind, d.h. man kann z. B. eine Formel F(r) aus PM mit einer freien
Variablen v (vom Typus einer Zahlenfolge) angebenis), so daf F'(v)
inhaltlich interpretiert besagt: v ist eine beweisbare Formel. Nun
stellen wir einen unentscheidbaren Satz des Systems PM, 4. b. einen
Satz Ai' fir den weder 4 noch non-A beweisbar ist, folgender-
malen her:

") Dabei werden in PM nur solche Axiome als verschieden gezihlt, die
aue einander nicht blof durch Typerwechsel entstehen.

) Wir versteben hier und im folgenden unter ,Formel aus FM® immer
eine ohnme Abkirzungen (d.h. obne Verwendung von Definitionen) geschriebene
Tormel. Definitionen dienen ja nur der ktirzeren Bchreibweise und sind daher
prinzipiell itherfifssig. .

7) D, b, wir bilden die Grundzeichen in eineindentiger Weise anf natarliche
Zshien sb. (Vgl. die Durchithrung aunf 8, 179.)

% D.h. eine Belegung eines Abschnittes der Zahlenreihe mit nattrlichen
Zahlen. (Zaklen konnen ja dicht in riumliche Anordnung gebracht werden.)

%) m.a. W.: Das oben beschriebene Verfahren liefert el isomorphes Bild
des Bystems PM im Bereich der Arithmetik und man kann slle metamathema-
tischen Uberlegungen ebengo gut an diesem jsomorphen Bild vornehmen. Dies
geechieht in der folgenden Beweisskinze, d.h. unter oFormel®, ,Batx®, ,Variable" stc.
sind immer die entsprechenden Gegenstinde desisomorphen Bildes
zu verstehen. .

%) Ei whre sebr leicht (nur etwas umstindlich), diess Formel tatefichlich
"hinzoschreiben. '
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Eine Formel ans PM mit genau einer freien Variablen, u. zw. vom
Typus der nattirlichen Zahlen (Klasse von - Klassen) wollen wir ein
Klassenzeichen nenner. Die Klassenzeichen denken wir uns irgend-
wie in eine Folge georduetil), bezeichnen das a-ie mit B(n) wnd

. bemerken, dab sich der Begriff ,Klassenzeichen® sowie die ordnende
Relation B im System PM definieren lassen. Sei « eir beliebiges’
Klagsenzeichen ; mit [; #] bezeichnen wir diejenige Formel, welche
aus dem Klassenzeichen « dadurch entstelit, daf man die freie
Variable durch das Zeichen fir die nattirliche Zahl n ersetzt. Auch
die Tripel-Relation « = [y; 2] erweist sich als innerhalb PM definierbar.
Nun definieren wir eine Klagse X natiirlicher Zahlen folgendermalen:

ne K =Bew[R(n); n]11%) (1)

(wobei Bew x bedeutet: z ist eine beweisbare Formel). Da die Be-
- griffe, welche im ‘Definiens vorkommen, simtlich in PM definierbar
gind, so auch der daraus zasammengeseizie Begriff K, d.h. es gibt
ein Klassenzeichen S13), so dad die Formel [S; n} inhaltlich gedentet
besagt, dag die natiirliche Zahl s zn K gehbrt. § ist als Klassen-
zeichen mit einem bestimmten R (g) identisch, d.h.es gilt
S=R(g

fir eine bestimmte natfirliche Zahl q. Wir zeigen nun, da8 der
Satz [R(g); qy ) in PM uneptscheidbar ist. Denn angenommen
der Satz [B(g);q] wire beweisbar, daun wiire er anch richtig,
d. h. aber nach dem obigen ¢ wiirde zu K gehdren, d.h. nach (1)
es wiirde Bew [B(g); g] gelten, im Widerspruch mit der Annahme.
Wiire dagegen die Negation von [R(g); ¢] beweisbar, so wiirde nc K,
d. h. Bew[R(q); ¢} gelten. [R(g); g] whre also zugleich mit seiner
Negation beweisbar, was wiederum unmbglich ist.

Die Anpalogie dieses Schlusses mit der Antinomie Richard
springt in die Augen; anch mwit dem ,Lfigner” besteht eine nahe
Verwandtschaft¢), denn der unentscheidbare Satz [B(g); g] besagt
ja, daB ¢ zn K gehvrt, d.h. nach (1), daB [B(g); ¢] nicht beweisbar
ist. Wir haben also einen Satz vor uns, der seine eigene Unbeweis-
barkeit bebauptet®). Die eben auseinandergesetzte Beweismethode

1) Etwa nach steigender Gliedersumme und bei gleicher Bumme lexiko-
graphisch. -

1) Darch Oberstreichen wird die Negation bezeichnet.

1) Es macht wieder nicht die geringsten Schwierigkeiten, die Formel S
tatsiichlich hinznschreiben. .

%) Man beachte, daé ,[R (g); g]* (oder wan dasselbe bedeutet ,[S; ¢]*) bloB
eing metamathematische Beschreibung des unentscheidbaren Batzes iat.
Doch kann man, sobald man die Formel § ermittelt bat, natorlich auch die
Zahl] ¢ bestimmen und damit den unentscheidbaren Satz selbst effektiv hinschreiben.

) Es 1Bt sich tberhaupt jede epistemologische Antinomie za einem der-
artigen Unentscheidbarkeitsbeweis verwenden.

) Ein solcher Satz bat enigegen dem Anschein nichts Zirkelhaftes an
sich, denn cr behauptet zunfichst die Unbeweisbarkeit einer gans bestimmten
Formel (nimlich der g-ten in der lexikographischen Anordnung bei einer be-
stimmten Einsetzuug), und erst pachtriglich {gewissermaBen zufillig) stellt sich
berans, daf diess Formel gerade die ist, in der er selbst susgedrOck: wurde.
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li6t sich offenbar auf jedes formale System anwendén, das erstens
inbaltlich gedeutet tiber gemtigend Ausdrucksmitie! verfiigt, um die
in der obigen Uberlegang vorkommenden Begriffe (insbesondere den
Begriff ,beweisbare Formel“) zm definieren, und in dem zweitens
jede beweisbare Formel anch inhaltlich richtig ist. Die nun folgende
exakte Durchfihrung des obigen Beweises wird unter anderem die
Aufgabe haben, die zweite der eben angefihrten Voramsseizangen
durch eine rein formale und weit schwichere zu ersetzen.

* Aus der Bemerkung, da8 [R(g); ¢] seine eigene Unbeweis-
barkeit behauptet, folgt sofort, daB ER (9); ¢ richtig ist, denn
[R(g); q] ist ja nnbeweisbar (weil unentscheidbar). Der im 8ystem
PM unentscheidbare Satz wurde also durch metamathematische Uber-
legnngen doch entschieden. Die genane Analyse dieses merkwiirdigen
Umstandes fithrt zn iberraschenden Resnltaten, beztiglich der Wider-
spruchsfreiheitsheweise formaler Systeme, die in Absehn. 4 (Satz XI)
nither behandelt werden. -

2.

Wir gehen nun an die exakte Durchfihrung des oben skiz-
zierten Beweises und geben zun#chst eine genane Beschreibung des
formalen Systems P, ftir welches wir die Existenz unentscheidbarer
S#tze nachweisen wollen. P ist im wesentlichen dag System, welches
man erhiilt, wenn man die Peanoschen Axiome mit der Logik der
PM1%) ‘iiberbaut (Zahlen als Individuen, Nachfolgerrelation als un-
definierten Grundbegriff).

Die Grundzeichen des Systems P sind die folgenden:

1 Konstante: ,oo“ (nicht), ,V¢ (oder), ,11* (fiir alle), ,0¢
(Null), ,f“ (der Nachfolger von), (%, ,)* (Klammern).

II. Variable ersten Typs (fur JIndividuen, d.h. natfirliche
Zahlen inklusive 0): ,2,%, p4% 2% ....

Variable zweiten Typs (fiir Klassen von Individuen): ,2,%,
2’y g2 -

’ Variable dritten Typs (fir Klassen von Klassen von Individuen):
,,a:,", su’ zl“ L
uEW. ﬂ;ry jedg nattirliche Zahl als Typus17). :

Anm.: Variable ftir zwei- und mehrstellige Funkiionen (Rela-
tionen) sind als Grandzeichen tberflissig, da man Relationen als
Klassen geordneter Paare definjeren kann und geordnete Paare
wiedernm als Klassen von Klassen, z. B. das geordnete Paar a, b
durch ((a), (a, b)), wo {(z, y) bzw. (z) die Klassen bedeuten, deren
einzige Klemente z, y bzw.x sind18).

%) Die Hinzoftigung der Peanoschen Axiome ebenso wie alle anderen
am System PM angsbrachten Abanderungen dienen lediglich zur Vereinfachung
des Beweises und gind prinripiell entbehrlich. . C

1) Es wird vorausgesetzt, def far jeden Variablentypus abzkhlbar viele
Zeichen zur Verfgung stehen. . .

#) Anch inhomogene Relationen kénnen suf diese Weise definiert werden,
2, B. eine Relation zwischen Individoen und Kiaesen als eine Klasee acs Ele-
menten der Form: ({z,), ({z,), x,)). Alle in den PM aober Relationen beweis-
baren Sitze sind, wie eine eintache Uberlegung lehrt, auch bei dieser Behand-
lungeweise beweisbar.

S""’Qp "\’ﬁ’fﬂ!
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Einleitung.

- L Wenn wir alle Funktionen eines gewissen metrischen Raumes £
(z. B. der reellen Zahlengeraden, der komplexen Zahlenebene, der Ober-
fliche der Hinheitskugel, der Strecke 0, 1 usw.) betrachten, die gewissen
Regularititsbedingungen geniigen (z. B. stetig und bis auf endlich viele
Knicke stetig differentiierbar sind, zweimal stetig differentiierbar sind, ein
endliches Absolutwertquadratintegral iiber £ haben?) usw.) und eventuell
auch noch gewissen Randbedingungen unterworfen sind, so wird unter einem
linearen Operator bekanntlich das Folgende verstanden: Eine Zuordnung R,
die jeder Funktion f unserer Klasse eine Funktion R/ (die nicht mehr zu
dieser Klasse gehoren mufl) zuordnet, aber so, daB stets

R(a,f,+..-+a,f.)=a,Rf,+...-+a,Rf, (a,,...,a, komplexe Konstante )

ist. '

Wenn in 2 ein allgemeiner MaBbegriff (etwa im Sinne des Lebesgue-

schen) existiert und dv das Volumelement in £2 ist (auf der Geraden: dx,

in der Ebene: dz dy, auf der Oberfliche der Einheitskugel: sin #.d#9 d @ usw.),

und das Integral iiber diesen ganzen Raum mit [ bezeichnet wird, so heibt
Q2

ein linearer Operator B selbstadjungiert oder Hermitesch, wenn fiir alle
zugelassenen Funktionen f, g

JrRg-dv =JR F-g-dv
2
gilt?).
1) Die Funktionen diirfen komplexe Werte haben.

) f ist diejenige Funktion, die iiberall den zum Werte von f konjugiert-kom-
plexen Wert annimmt. — Unsere Terminoclogie weicht von der iiblichen etwas ab:

(Fortsetzung der FuBnote 2) auf nikchster Seite.}

N2 3
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Hermitesche lineare Operatoren (wir wollen sie kurz H. O. nennen )
sind z. B. die folgenden (wir geben nun auch die Argumente der Funk-
tionen an, und zwar sei P der aligemeine Punkt von 2):

Rf(P)=f(P)
Rf(P)=uz-f(P) (« irgendeine Koordinate von P in ),

Rf(P)y=[@(P, P)-f(P')-dv (¢(P,P)=¢(P, P, d h der Kem
“ Hermitesch),
(L irgendein selbstadjungierter Differen-

tial- oder partieller Differentialans-
druck, vgl. Anm. %)).

Rf(P)=L{(P)

Bekanntlich bestimmen die beiden letzten Typen von H. 0. ein Eigen-
wertproblem, das bei hinreichender Regularitit des Kernes ¢ (P, P’} bzw.
der Koeffizienten von L (nimlich wenn nur ein »Punktspektrum® existiert)
8o formuliert werden kann?®): : ‘

Ein Eigenwert ist eine Zahl 1, zu der es eine Funktion f < 0 mit

Rf=if

gibt; f ist dann Eigenfunktion. Es gibt im allgemeinen unendlich viele
Eigenwerte 4,, 1, ..., denen Eigenfunktionen Py» Pgs ... 80 zUgeordnet
werden konnen, daB sie ein vollstindiges System von Orthogonalfunktionen
bilden. D.h. es gilt: '

_ 0, fir m=n
thp,,.-fp,,-dv={

1, fir m -4 n (Orthogonalitit),

ein Difierentialoperator B z. B. heiBt ja gewdhnlich dann selbstadjungiert, wenn
f-Rg— Rf-g vollstandiges Differential eines Ausdruckes der f; g und ihrer Ableitungen
ist, also

Sf-Rg-do ~éf Rf-g-dv

£

ein nur von den Randwerten von f, g und ihrer Ableitungen abhiéngiger Ausdruck.
Unsere Selbstadjungiertheit (Hermitescher Charakter) folgt hieraus nur, wenn dieser
Ausdrack, infolge geeigneter Randbedingungen, verschwindet. D. h. ein im gewihn-
lichen Sinne selbstadjungierter Differentialoperator ist es fiir uns eventuell erst
in einem hinreichend eingeengten Definitionsbereiche (vgl. auch Einleitung VII).

*) Das Eigenwertproblem der regularen Integraloperatoren wurde von Hilbert
gelost {Gottinger Nachr. 1904, 8. 49—91), seine Methode wurde spiter von Courant,
Hellinger, F. Riesz, E.Schmidt, Toeplitz u. a. bedeutend vereinfacht. Die Differential-
operatoren (zumindest die selbstadjungierten von zweitem Grade) konnen bei der
Lésung des *Eigenwertproblems durch Integraloperatoren ersetzt werden (Hilbert,
Géttinger Nachr. 1904, 8. 213—259), die dieselben Eigenfunktionen, aber reziproke
Eigenwerte haben,

E

und fiir jedes ]
Jrgd
&

Wie fitr al
satz mit Mittel

Wenn sich
regulir verhalte
treten eines Str
Eigenwert und
besondere durcl
funktion oder
funktionen?) au:
bei geeigneter
gral usw.) gews
und verliert vie

II. Wenn
den , diskreten 1
die Funktionen

und die Integrs

sind, so gelange

Die einfach
des Begriffes zei
(unendlich viele

Y,

(Die Rolle der

%) Hellinger,
équations intégrah

5) Das Higer
wurde von Weyl ¢
schen Theorie der
Auch fiir eine an
Grades, deren Koe
(Math. Annalen 68
operatoren untersu



H. O. nennen)
ate der Funk-

von P in 2},
. h. der Kemn

erter Differen-
Differentialaus-

[ O. ein Eigen-
@ (P, P') bzw.
rum* existiert)

n <0 mit

unendlich viele
so zugeordnet
ronalfunktionen

it),

n.dj.nngiert, wenn
ihrer Ableitungen

ngiger Ausdruck.
nur, wenn dieser
ein im gewdhn-
as eventuell erst
Einleitung VII).
urde von Hilbert
iter von Courant,
. Die Differential-
| kénnen bei der
werden (Hilbert,
n, aber reziproke

Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren. : 5

und fiir jedes Paar zugelassener Funkvionen £, g
[ £-g-do— 3 (] f-@mdv)-([g-F,-dv) | (Vollstindigkeit).
L n=1 § @

Wie fiir alle vollstindigen Orthogonalsysteme, gilt der Entwicklungs-
satz mit Mittelkonvergenz:

N
JIf— 3o, 9,/"dv—0  (a,=[fF;dv)
@ n=1

fiir N -—co. :

Wenn sich @ (P, P') bzw. die Koeffizienten von L nicht mehr ganz
regular verhalten, so treten Verwicklungen auf, die man durch das Anf-
treten eines Streckenspektrums kennzeichnet. Immerhin kdnnen die Begriffe
Eigenwert und Eigenfunktion durch geeignete Verallgemeinerungen (ins-
besondere durch Herabsetzung der Regularitatsanforderungen an die Eigen-
funktion oder gar durch Betrachtung sogenannter .differentieller Eigen-
funktionen?) aufrechterhalten werden. Auch die Vollstindigkeitssiitze bleiben
bei geeigneter Verallgemeinerung {Ersetzen der Summe durch ein Inte-
gral usw.) gewahrt; aber der ganze Aufbau wird wesentlich komplizierter
und verliert viel von seiner urspriinglichen Anschaulichkeit®).

I1. Wenn wir die in I. betrachteten kontinuierlichen Riume Q durch
den , diskreten Raum® 1,2,3,... der positiven ganzen Zahlen ersetzen, wobei
die Funktionen f(P) (P durchliuft Q) durch die Folgen g, (n=1,2,...}
und die Integrale S}[ f-dv durch die Summen S“a" sinngemifl zu ersetzen

’ n=1
sind, so gelangen wir zu ganz analogen Begrifisbildungen wie in L

Die einfachsten Beispiele von H. 0. (ja, wie man nach priiziserer Fassung
des Begriffes zeigen kann, die einzigen) sind die linearen Transformationen
(unendlich vieler Variablen) mit Hermitescher Matrix:

Rz, Tgy -) = (Yys Yas --+)>

y,.=4§am”a‘:m (n=1,2,..., €, = G-
m=1

(Die Rolle der ,Regularitiitsbedingungen® bei Funktionen in £2 spielen da

4) Hellinger, Gottinger Inaugural-Dissertation 1907, 8. 7; Carleman, Sur les
équations intégrales & noyau réel et symétrique, Upsala 1923, 8. 82.

5) Das Eigenwertproblem der Integralgleichungen mit ,beschrinktem* Kerne
wurde von Weyl geltst (Gottinger Inaugural-Dissertation 1908) mit Hilfe der Hilbert-
schen Theorie der beschrankten Bilinearformen (Gottinger Nachr. 1906, 8. 157—209).
Auch fiir eine ausgedehnte Klasse selbstadjungierter Differentialoperatoren zweiten
Grades, deren Koeffizienten singulir eein diirfen, erledigte Weyl das Eigenwertproblem
(Math. Annslen 68 (1910), 8.220—269). Eine noch allgemeinere Klasse von Integral-
operatoren untersuchte Carleman (vgl. Anm. %)).
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Bedingungen von der Art, daB alle Z'lxm z,, konvergieren sollen, u. &.
m=1

Wir werden diese Matrizen noch im Anhang ITI eingehender betrachten.)
Diese linearen Transformationen sind offenbar Analoga der Integralkern-
Transformationen in kontinuierlichen Raumen Q:

Rf(P) =Qf¢ (P, P)-(P)-dv'.

Auch fiir diese Transformationen bzw. fiir die zu ihnen gehorigen
Hermiteschen Formen

Zamn M

m, =1

ist das Eigenwertproblem von Hilbert gestellt und gelést worden, falls die
Matrix {e,,} (bzw. die Hermitesche Form 2 Conn x,¥,) gewissen Bedin-

m,n=1
gungen geniigt, die der ,Regularitit“ des Kernes ¢ (P, P') bei Integral-
kern-Transformationen entsprechen.

Es treten dieselben Erscheinungen auf: Bei hoher Regularitit (Voll-
stetigkeit) bloB Punktspektrum, mit denselben Eigenschaften wie in I.,
nur daf ﬂf durch i’b zu ersetzen ist. Also: 1 ist Eigenwert, wenn es eine

fn=1

Folge (z,, z,,...) mit
R(xy, 2, ...) =i(z,, 2y,...), d b Z'a z, =2z, (rn=1,2,..))

e mn “m
gibt [ohne daB (z,, x,,...) = (0, 0, ...) ist, auBerdem ist als , Regularitats-
bedingung“ die Endlichkeit von 2‘|a:"|“‘l zu fordern], wnd (z,, z,,...) ist
=1

damn Eigenfolge. Sind 2,, 4,, ... alle Eigenwerte, so konnen ihnen Eigen-

folgen (x,,, 2,y,...), (%gy» Zag; ...}, ... 50 zugeordnet werden, daB sie ein
vollstéindiges Orthogonalsystem bilden:

@ 1, fiir p=g .
_ st
mé,’ixpma:qm {0, fiir p 4 q’ (Orthogonalitiit),
und®)
= 1, fiir p=
Se, T — o P=T yolstindigket).
me=1 ¥ e 0, fiir D =i=g

Bei geringerer Regularitiit (Beschrinktheit) kann wieder ein Strecken-.

°) Dies ist bekanntlich dem eigentlichen Analogon der Yollstindigkeitsrelation
(vel 1)
Sab, =3 ( Zanx,m) (E‘Ibasc;)
Hn=

n=1 p=1n=1

gleichbedentend.
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Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren. 7

spekirum auftreten, was dieselben Komplikationen bedingt, wie die unter
1 fiir kontinuierliche Raume skizzierten; da wir uns spiter noch recht
eingehend damit zu beschiftigen haben werden, wollen wir es hier nicht
weiter erortern”). Irgendwelche ,Regularitits“-Annahmen wurden iibrigens
in der bisherigen Literatur (sowohl bei Matrizen als auch bei Integral-
operatoren) stets gemacht: eine Diskussion des Eigenwertproblems auf Grund
des Hermiteschen Charakters allein erfolgte nie.

TIL Das analoge Verhalten der kontinuierlichen Riume £ unterein-
ander, sowie mit dem hier betrachteten digkreten Raume 1,2, ..., liegh
bekauntlich an folgendem:

Wenn ¢,, @,, ... ein vollstindiges System von Orthogonalfunktionen
im betrachteten Raume £ ist, so wird durch die Zuordnung

> (2, Tgs--)s xn=ﬁff-$;-dv (n=1,2,...)
jedem f mit endlichem Absolutwertquadratintegral [1f]®-dv eine Folge
2

(,, Ty, -..) mit endlicher Absolutwertquadratsumme > |z |® zugeordnet.
n=1

Dabei entsprechen verschiedenen f verschiedene (%,,,,...), und nach
dem Satz von Fischer und F. Riesz®) entspricht wirklich jedes (z,, zg, -..)
mit endlichem Zm' ja,|® einem f mit endlichem bﬂ f*-dv.
n=1
Die Zuordnung ist linear, d. h.

aus [ (2, %,,...) lolgt af<«>(az,, ax,,...),

aus {f‘<——> (2, Tgy v 00}

gw(yp ygs---)} iOIgt f4g (xl—l—yvxs +y3,...),

und es ist ;
[fg-dv=Y=7,".
1] n=1

D. h. alle bei der Beschreibung der Eigenwerte und Eigenfunktionen
verwendeten Begriffsbildungen sind bei dieser Zuordnung invariant; also
miissen dieselben in den in I. betrachteten kontinuierlichen Riumen und
im diskreten Raume aus II, dasselbe Verhalten zeigen.

7) Die vollstetigen und die beschrinkten Formen (bzw. Operatoren) wurden von
Hilbert entdeckt, und er 1ste ihr Eigenwertproblem (Géttinger Nachr. 1906, 8.157—209),
weiter untersucht wurden die beschrinkten Bilinearformen von Hellinger, vgl. Anm. ¥,
sowie Journal f. Math. 136 (1909), B. 210—273.

%) Z. B. Gottinger Nachr. 1907, 8. 116—122,

*) Den Beweis dieser, allgemein bekannten, Tatsachen (zusammen mit dem
Fischer-F. Rieazechen Satze) werden wir im Kap. I und im Anhang I erbringen.
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Erstes Kapitel.
Entwicklung vor Hadamard.

§ L.
Buklid.

Unter einer Primzahl versteht man eine positive ganze Zahl,
welche von 1 verschieden und nur durch 1 und durch sich selbst
teilbar ist.

Die Reihe der Primzahlen beginnt mit

2, 8, 5, 1, 11, 13, 17,19, 23, 29, 31, 87, 41, 48, 41, 53, 59, 61, 67,
71, 15, 79, 83, 89, 97, -~

- Der Fundamentalsatz der Zahlentheorie besteht darin, daB jede
ganze Zahl auf eine und nur eine Weise in Primfaktoren zerleghar
ist. Wenn also

=2 m=3 Py=0,
allgemein p, gleich der nten Primzahl gesetzt wird und a > 1 einz
beliebige positive ganze Zahl ist, so ist a suf eine und nur eine Weise
in der Form a—ph - 'Pﬁ:
darstellbar, wo v 221, 1 S < & < .- < u, ist und die Exponenten
b, - b, simtlich > 1 sind.

Schon Buklid? hat bewiesen, daf es unendlich viele Primzahlen
gibt; aus dem obigen Fundamentalsatz folgt dies noch nicht, da end-
lich viele Primzahlen infolge der Willkéir der Exponenten bereits un-
endlich viele Zahlen erzeugen. Euklids Beweis ist einfach folgender:
Gabe es nur endlich viele Primzahlen P,, D5, -« *s Pgr SO miibte jede
7ahl > 1 durch mindestens eine dieser ¢ Primzahlen teilbar sein;
aber. das um 1 vermebrie Produkt jener Zehlen

.pl.p! e PQ + 1
ist weder durch p,, noch durch pg, - -+, Boch durch p, teilbar, da es,

1 1, § 388—391.
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I Entwickiung vor Hadamard,

durch jede dieser
endlich viele Primzaklen,

Es werde fur Jjede
zah! der Primgzahlen
* 22 die Anzahl de

r Primzahlen
1, 2’ ..
wo [z] die grofte ganze Zohl < g
Z(r) =0 far
#(z) =1 for
#(Z) =~ 2 fur
allgemein S

Zahlen geteilt, den Rest 1 188t.

8, auch nicht ganzzahlige,
=< z verstanden, d. b, fiy z

in der Reihe
‘s [.1:‘],
bezeichnet; es ist alg
z<2,
<2< 3,
3 ST 5,

B(Z)=n fir »Zx<p,,,.

() ist also eine mit wachsende

tion; d. h. fur & < 2y ist

Ferner wiichst

liche. Anders ausgedriickt: wepn g
80 gibt es ein § < £(9), so daB fiir

ist. Ieh schreibe kurg

M = niemals abnehmende Funk-

=(x,) = w(z,).

eine beliebige positive GroBe ist,
alle z >t

n(z) > g

lim z(z) = oo,

indem ich mich gleich b
der modernen Bezeichnuy

§ 2.

el dieser hig
gen bediene,

torischen ﬁbersicht einheitlich

Legendre,

Das Wachstim der Funktion o
kann natirlich nicht das V

einfachen analytischen Ausdmck

genan darzusteﬂen, etwa
zahlige z nur dorel Kombinati

gonometrischer Fupkt;

(z) ist sehr unregelmiBig,
erlangen pestellt werden, x(z) dure

und es
h einen

Das Hanptstreben hapte sich von jeher
darauf gerichtet, (%) mit of i i

Also gibt es un-

z unter #(z) die An-
< 2 der Wert 0, fir

aff don ersten ]_31ick

aimnd groBen z beliebig
Quotient

w () -
w(

fiir & ~ o0 einen Limes besitz
Kx spll also -

#odin, oder, wus dasselbe besag
(1) lin

Mit anderen Worten, es wird
hingige Funktion f(z) rdes. pc
die Bigenschaft besitzt: Zu jede
derart, da fiir slle z > £

1—-6<
d. h.
EE
o flx
ist.

In diesem Sinne ist eine
Legendre im Jahre 1798 an
ziser gefaBt hat.

Im Jahre 1798 sagte er
und unter b die Anzahl der P

»du reste, il est vraizern!
donne la valeur de ¥ lorsque

“ B étant
b=dngarn At BE

signant un logarithme hyperhol
coefficiens seroit un probléme «
des Analystes“
Im Jahre 1808 ifuBert er
»Quoique la suite des nom

guliére, on peut cependant trous

1) 2a, 8. 19, _
%) 2D, §. 394; 4 Ba. 2, 8. 65;
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idamard.

t 1 158t. Also gibt es un-

:ahlige,  unter (%) die An-
o fir 2 < 2 der Wert 0, fiir
* Reihe
ichnef; es ist also

<2,
fx <3,
Tz <h,

x < P n+1*
% npiemalg abnehmends Funk-

)-

Satze #x(z) mit # ins Unend-
o beliebige positive GroBe ist,
yx>§

0,

.orischen ['bersicht einheitlich

ist sehr unregelmiiBig, und es

p § 2. Legendre. b

einer prizisen Bedeutung bar zu sein;
igise, wenn man verjangt, dab der

ahren Werte m(z) fir alle
daf

scheint auf den ersten Blick
die Fragestellung wird eine ganz pr
Fehler m(x) — f(z) 1m Verhiilinis zum W
hinreichend groBen z beliebig klein wird. Man verlangt also,

der Quotient a =@ _ 4 1@
w{L) - w{z)
fiir z — oo einen Limes besitzt und daB dieser Limes gleich Null ist.

Es soll also " lim @ _
= (x)

=00

gein, oder, was dasselbe besagt,
wE)

® fim 76
Mit anderen Worten, es wird cine von den Primzahlen selbst nnab-
hangige Fuuktion f(x) des positiven Argumentes # gesucht, welche
die Bigenschaft besitzt: Zu jeder positiven GroBe J gibt es ein £ =E(5)
derart, daB fur alle z=t
7 (LY .

b 1—6<ﬂm)<1+d,

72 () _

o <o

ist.
ln diesem Sinne ist eine Vermutung zu interpretieren, welche

Legendre im Jahre 1798 ansgesprochen und im Jahre 1808 pré-

siner gefabf hat.
Im Jabhre 1798 sagte er?’, unter a eine positive ganze Zahl

und unter b die Anzahl der Primzahlen < @ verstebend:

yAu reste, il est vraisemblable que la formule rigourense qui
donne la valeur de b lorsque d est tres-grand, est de la forme
A et B étant des coefficiens constans, ot log. o dé-
La détermination exacte de ces
et digne dexercer la sagacité

L]
* Ao o + B’ _
apt un logarithme hyperbolique.
ens seroit un probléme curieux

Analyntes®

gt

wtellt werden, =(z) durch einen
a darzustellen, etwa flir ganz-
dlich vieler rationaler und tri-
pistreben hatte sich von jeher
einfacheren Funktionen f(z) der
imenhang zu bringen, daB =(2)

Diese Redeweise ,annéhernd

Jm Jahre 1808 fubert er sich folgendermafBen®:
-~ Quoique 1a suite des nombres premiers soit extrémement irré-
on peut cependant trouver avec une précision trés-satisfaisante,

B, B10.
b 3, 8. 804; 4 Bd. 2, 8 655 5, Bd. 2, 8. 65.
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combien il y a de ces nombres depuis 1 iusqu’s .
. puis 1 jusqu’s ; .
La formule qui résout 1a question est Jusqua une limite donnée z.

R T
fog.x —1.08366
log.z étant un logarithme hyperbolique.?

Legendr i i
durch dfe Gleizh:]r;nutet also, daB die Funktion A (x), welche man

&
z(x) = gz — A(z)

definieren kann, fir  — oo gegen einen Grenzwert

(2) lim 4 ()

konvergiert, dessen erste Dezimalen mit 1,08366 itbereinstimmen, I

besagt insbesondere wegen "

() - m@)loga

& T
logz
1
G
i log =
(3) lim j%« =1
‘ - logz
ist, d. b, daB die elementare Fuuktion
@) = 2

der Gleichung (1) gentigt?. Natiirlich ist fi
. ng A tirlich ist fiir (3) di i
(2) nicht nitig; sondern die Gleichungen (3) lIIEd) ' fixistons von

1) Abel schrieb am 4. An ¢
b - August 1823 an Holmboe (nach d i
f;g::dr;;dBnch) diese FOI'IFIG! ab, mit der Vorbemerliun;r: %ﬁlﬁiﬁ?%ﬁ?n
Yan | e;n[ikk ee]s :fi: ]c:ig som Estnok er det merkverdigste i hei‘e Mathemnt.ik:;
0. 8 3 33 3
5.5 dor frmpdoeaholde ﬁt'ubfrse:z at afskrive. Vgl. 8. 5 der Brieftexte (eder auch

der fra ] . in: Ni . .
pebli¢ 4 l'occasion du centenieil?e lge EI:.IeIP' ranrik A'beL Nomorial

b 0 : Vir unaissance. Kristiani
ia:: %Gauthxer—Vﬂlars), London (Williams & Norgate), Leipzig (ﬂfﬁni&bfgsg'
R a{}ius. kommf auch am Bchlud des Werkes im Faksimile 1 vor " )
such . Prigens hilt Legendre (2, 5. 395; 4, Bd.2, § 66: 5, By 2, 8. 66
r mdglich, daf bei der Vergleichsfunktion i P55 09

T

—_ T

) - 1,00 . logx —1,08366 ...

der Koeffizient von log z nicht genau 1 ist

+ Bondern nur sehr nahe an 1| liegt.

I

nbar untweder beide
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beweinen konnte,
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Zahlen, In der Linear

w0 y nlle ganzen Zahlen > (
I k41,
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durch d teilbar. Legendre!?
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it stellt unendlich viel
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verteile alle Primzahlen —
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es sei m(z) firv=1,..., 2
Dann ist fiir je zwei Indizes
(4) Inr

=
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»Cela posé si on s'arrdte
que nous supposerons frds-gre
premiers moindres que nd, e
pris dans ces diverses progre

1) 2h, B. 404; 4, Bd. 2, 8, 77
vermeintlichen Beweis) hatte Lege:
2) Ieh versiehe unter (2,3 d
3) 4, Bd. 2, 8. 99; 5, Bd. 2,
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¢ Vgl. 8. 5 der Brieftexte (eder auch
Nielr Henrik Abel. Mémorial
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; Norgate), Leipzig (Teubner); 1902.
Verkes im Fakeimile 1 vor.

35; 4, Bd. 2, B.66; B, Bd. 2, 8. 66)
nktion
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sondern nur sehr nahe an 1 liegt.
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§ 2 Legendre. T
tim A% - 0
r=o0 ogx

beide falsch.

sind offenbar entweder beide richtig oder
Bt, daB er seine Vermutung

Legendre war sich gehr wohl bewn

nicht beweisen konnte.
Legendre gprach ferner 18
aber falschem Beweis — bei ein
gehr weittragende Vermutang aus.
ghien. In der Linearform
ky + 1,

wo y ulle ganzen Zahlen > 0 durchiduft, d. h. unter den Zahlen

L, kel 2h+h 3EELo
ksun offenbar, wenn k and 1 einen gemeinsamen Teiler d > 1 haben,
nur hochstens eine Primzahl vorkommen; denu jede Zabl ky + 1 isk
durch d teilbar. Legendre" vermutete nun:

Jede arithmetische Progression

ky+ 1L,
k=1

ch viele Primzahlen dar.

Legendre vermutete 1830 moch genaner das Folgende: Man
verteile alle Primzahlen — mit Ausnahme der endlich vielen in k
aufgehenden — auf die h = (k) Progressionen ky+l(v=1,2- k),

n positiven Zahlen < k bezeichnen;

wo by, 1, die zu k teilerfremde
es sei m (z) firv—=1,-" b die Anzahl der Primzahlen ky + I, £ &

Dann ist fir je zwei Indizes ¥ and »' aus der Reibe 1,--- 13

08 — diesmal mit vermeintlichem,
em anderen Primzahlproblem eine
Es soien k und I zwel positive

ganze 7

in welcher

ist®, stellt unen dli

R
C) 1:?; L =1.
Das meint er offenbar mit den Worten®:

,Cela posé gi on sarréte & une valenr déterminée du nombre #
gue DOUs SUPPOSErons trés-grand par rapport & A, tous les nombres
dres que n.d, excepté ceux qui divisent 4, seront com-

premiers moin
pris dans ces diverses progressions, ot motre objet est de prouver

—————
1) 2h, 8. 2045 4, Bd. 2, 8. T1; by Bd. 2, @ 77. Als bloBe Vermutung (obne

yermeintlichen Beweis) batte Legendro dies tchon 1788 ansgesprochen: 1, B.5652.
9 Ich verstehe unter {a,b) den grobten gemainsamen Teiler von & und b.

$) 4, Bd. 2, 8. 9Y9; 5, Bd. 2, 8. 97.
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nombres premiers comnpris dans la p

est nd — C,: et § nombres Premiers com

le terme gélx:éral est nd — C,, n étant ]
le rapport ° deviendrs angsi

en domnant i 5 yge valeur suffis Egran
emment «
Auch diesmal wird Le s

getrlibt, daB er hierfiir einen
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Im Verein mit (3} und mit Ricksicht darauf, daB féir z >

) @) = 7@+ 4wy (a) +

18%, Wo a die Anzahl der ; i i

vormtet a Legendr:ll;, ?aﬁk aufgehenden Primzahlen bezeichnet,

) ia_“li_‘”)_=...-_—_lim_?k?("’)_=%
. log = = logz
1st. In der Tat wiirde gus (4) fiir jedes » — L+, k folgen:
dim B @+ =y ¢
e e U I
=7,
- (X))
e b

lim—’-‘-':;-i) —_ lim:—“((;i) - lim =@

T=a =« =w’
logx * = lo;:c
1
. . - B 'E’
Wie I (5) ausgesagt wurde.
§ 3.
Dirichlet.

welche heate als gej 6
beginnt Dirichlet mit folgenden “fctftegmﬂtes

14, Bd 2, 8 101, 5, Ba. o, g,

2: 4,

100.
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peu différent de Punjtg qwon voudra
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|
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(also das im SchluBsatze des
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in diesem Werke bis auf ein
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1) Ba, 5. 368—369; Gh, S. 4¢




