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Eine geometrische Béschreibung des Fixpunktindexes

Yon

ALBRECHT DOLD

— STACT

Ziel dieser Note ist eine einfache geometrische Beschreibung des klassischen Fix-
punktindexes fiir (partiell definierte) Selbstabbildungen f von euklidischen Umge-
bungsretrakten (ENR). Dazu betrachien wir die Gesamtheit §F aller dieser f und
fithren darin eine naheliegende Aquivalenzrelation ~ ein {nimlick Homotopie und
Ausschneidung). Der Quotient §/ ~ besitzt eine natiirliche Addition, und wir zeigen,
daB §/~ eine freie zyklische Gruppe ist. Der Ubergang zur Aquivalenzklasse,
f—=If1e(8/~)= Z, ist dann der Index. Diese Beschreibung unterscheidet sich von
anderen axiomatischen Charakterisierungen des Indexes (f51, [1], [2], [3]) einmal
durch den Gesichtspunkt, zum anderen dadurch, dall weniger vorausgesetzt wird.

1. Iras Moneid FIX = §/~. Ein topologischer Raum X heiBt ENR (= euclidean
neighborhood retract), wenn es eine offene Menge O in einem euklidischen Raum gibt
und stetige Abbildungen X - 0 5> X mit ri = idx. Nach einem Satz von Borsuk
(vel. [4]11V, 8.12) ist ein Teilraum X des R* genau dann ENR, wenn er lokal kompakt
und lokal zusammenziehbar ist. Aus technischen Griinden (s. 4.1) werden wir im
folgenden meist voraussetzen, dal X keine isolierten Punkie besitzt, d.h. keine ein-
punktigen offenen Teilmengen.

Wir betrachten stetige Abbildungen f: ¥V — X, wobei V eine offene Teilmenge von
X ist (und X ein ENR ohne isolierte Punkte). Eine solche Abbildung nennen wir
kompalkt fiziert, falls Fix (f) = {v € V|f(v) == v} kompakt ist. Sei § die Menge aller

{(Homdomorphieklassen} kompakt fixierter Abbildungen. In dieser Menge betrachten

wir die folgende Homotopierelation BIZ® und Ausschneidungsrelation EXC

(BTP) Sind fy. f1: V=X in §, so schreiben wir fy BIF f1, falls eine Deformation
F:V x{0,1] - X von fp In f) existiert (f;(v) = F (v, t)), derart dal3 U Fix(fy)

=71
kompakt ist; anders ausgedriickt, eine Deformation F von fp in f; derart, dali

Vx[0,11-X x[0,1], (v, ) (F(v,1),1), kompakt fixiert ist.

(EXC) Sind fo: Vo— Xo, f1: Ve — X1 in §, so schreiben wir fo & f1 oder f1'5" fo,
falls fy ein offener Teil von f; mit derselben Fixpunktmenge ist, d.h. also
Xoc X1, Vo offener Teil von Vi, fo(v} = f1(v) fir veVy, und Fix(fo) =
= Fix{f1) c Vo.
EXC .

Die von den beiden Relationen "= und "~° in F erzeugte Aquivalenzrelation be-
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zeichnen wir mit ~, die Aquivalenzklasse von f mit [f], und die Menge der Aqui-
valenzklassen mit FIX F/~ = {[f1}.

Sind f;:V1—X1 und fo:Va—>Xs kompakt fixiert, dann auch die topologische
Summe j, @ f2: Vi @ Vo —> X1 @ X¢. Die Verkniipfung @ ist mit ~ vertraglich und
induziert in FIX = §/~ eine Verkniipfung [f1] + [fe] = [f1 @ f2]. Damit wird FIX
zu einem kommutativen assoziativen Monoid mit Neutralelement [#], und unser
Hauptergebnis lautet wie folgt:

1.1. Satz. FIX ist eine freie zyklische Gruppe, FIX ~ Z; sie wird erzeugt von
¢e=[R-—+R, z—0].

In den beiden folgenden Abschnitten zeigen wir durch einfache geometrische Kon-
struktionen zunichst, daB FIX eine zyklische Gruppe ist, die von e erzeugt wird
(Satz 3.2). DaB sie auch frei ist, d.h. daB kein positives Vielfaches n - ¢ verschwindet,
ergibt sich dann aus der Existenz eines ganzzahligen Indexes I(f). Dieser Index
I: % — Z ist namlich invariant bei ~ (s. [4], Chap. VII, 5.10, 5.11, 5.15) und indu-
ziert also eine Abbildung I : FIX = §/~ — Z. Aus 5.12, 5.13 loc. cit. folgt I (ne)=n
fiir # = 0, also ist FIX gewil nicht endlich.

2. Reduktion auf den Fall ¥V —R~». Diese Reduittion ergibt sich aus der Kommu-
tativitat [ ] = [f«], die wir hier in einem wichtigen Spezialfall aus (HTP) und
(EXC) ableiten (fiir den allgemeinen Fall vgl. 4.2).

2.1, Hilfssatz. Ist g:W— Y kompakt fiwiert und ist KcW eine Umgebung von
Fix (g), dann gibt es endlich viele kompaki fizierie Abbildungen go, g1, ..., gr: WY

derart, daf g " g, gi| W — K == g| W — K fiir olle i, und () Fix(g:) = 0.
=0

Beweis. Wir kénnen K als kompakt voraussetzen. Ist P e Fix(g), so wihlen wir
einen Weg @:[0,1] — ¥ mit ¢(0) = P, ¢(1) &= P1). Da Pc W die Homotopie-
erweiterungseigenschaft besitzt, kénnen wir ¢ zu einer Deformation @ : W X [0,1]—» Y
mit @ (v, 0} = g(v), (P, £) = p(t) erweitern; dabei konnen wir annehmen, dal @
auBerhalb von K stationir ist aIso @, §) = g(v) fiir v & K. Setzen wir gp: WY,
gp(v) = (v, 1), dann ist gp = ¢ (denn U Fix (&) CK) und gp|W — K =g|W—K;

ferner ist g (P) = P. Fithren wir diese Konstruktzon fiir alle P e Fix{g) aus, so gilt
demnach (n Fix(gp) ) M (Fix (g)) = 0. Wegen der Kompaktheit ist schon ein end-

llcher Durchschnitt leer, sagen wir (n Fix (gp,)) {Fix(g}) = 0. Wir setzen dann

o=g und g;=gp, fiir i > 0. J V=1

Ist ¥ ein ENR und X c Y ein Retrakt (abgeschlossener Umgebungsretrakt geniigt)
von Y, dann ist anch X ein ENR und die Inklusionsabbildung ¢:XcY hat die
Homotopieerweiterungseigenschaft (vgl. [6], Satz 1).

Daraus folgt trivialerweise, daB der Abbildungszylinder Z = {{y,#) € ¥ x [0, 1]
t = 0 oder y € X} Retrakt von ¥ x [0,1] ist; insbesondere ist Z ebenfalls ein ENR ?).

1) Hier geht ein, daB P kein isolierter Punkt ist.
2) Allgemeiner ist der Abbildungszylinder jeder eigentlichen Abbildung zwischen ENRs ein

ENR.
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Seien j: ¥ =2, j(y) = (3,0}, und p: Z — ¥, p(y,!) = y, Inklusion und Projektion;
insbesondere »§ = idy.

2.2, Hilfssatz. fst g: W— Y cine kompakt fizierte Abbilduny, dann auch h = jgp:
p-1 W —=Z (denn Fix(h) ~ Fix(g)), und es gilt ¢ ~ h, also [¢] = [k] in FIX.

k4
Beweis. Wir benutzen die Abbildungen gy aus Hilfssatz 2.1. Wegen (| Fix{gx) =9
k=0

gibt es stetige Funktiomen gr:Y —[0,1], ¥=0,1,...,r, mit py|Fix(gs} = 1,
or| ¥ — W =0, und Min {gg|k =0,1,...,7r} = 0. Wir setzen

Ly {(y:t) EZ“ = Min(go¥, 01%: .- Qk—ly)} :

hr=7jgp:ZxnplW>2Zy fir k=0,1,....,r + 1 (also kg (y, 1) = (9¥,0)), und be-
weisen induktiv, daB kz ~ » Wegen kg = % haben wir einen Induktionsanfang. We-
gen g '~ gp ist hr = jgp F jgrp. Wegen ox|Fix(ge) = 1 und da alle Fixpunkte
von jgrp auf dem Niveau t = 0 (also in Y) liegen, kénnen wir die Punkte (y, )
mit ¢ > pgy ausschneiden, also

Jgxp ~ iep| Zrr1: Zpa NP LW > Zgy .

Aber jgrp|Zpn =" j9P|Zrs1 = his1. Damit ist der Induktionsschritt ks ~ ki
bewiesen, und wegen hyy; = ¢ auch der Hilfssatz. Za bemerken ist nur noch, daB
jedes Z; ein ENR ist: Es ist ndmlich Retrakt von Z vermége

(?!, t)'—> (y’ Min(t: QoY -0y k-1 ?/)) . l

2.3. Hilissatz. Wie oben sei ¥ ein ENR und X ein Retrakt von Y, in Zeichen
X5 YL X, ri=id. Ferner sei {:V—X eine kompakt fizierte Abbildung. Dann ist
auch g =1fr:r 1V =Y kompakt fiziert (denn Fix(g) ~ Fix(f)), und es gilt f ~ g,
also [f] = [¢] in FIX,

Beweis. Wie oben betrachten wir den Abbildungszylinder Z = {(y, ) € ¥ x [0, 1]]
t =0 oder ye X}, die Inklusion j: ¥Y— Z, jy = (y, 0), die Projektion p:Z—7Y,
p(y, t) =y, und die kompakt fixierte Abbildung A = jgp = jifrp:p71r 1V —Z.
Nach 2.2 ist b ~ g; wir zeigen jetzt, daB & ~ f. Dazu betrachten wir die Abbildungen
ke X > Z, bafe) = (2, 8) fir 0 =t = 1. Wegen ko == ji haben wir kb = jifrp =
= kofrp o kyfrp. Das Bild von kifrp und erst recht die Fixpunkte von k;frp
liegen auf dem Niveau ¢ = 1; wir konnen also die Punkte (y, {) mit ¢ < § ausschrei-
den. Dann bleibt von Z nur noch {(y,t)eZ|t = }} = X X[}, 1] ibrig, und aus
kifrp wird kpfg:V x (311> X x[$,1), wobei ¢:V X[}, 1]—V die Projektion
bezeichnet; also kifrp ~ k1fg, und Eifg(v.t) = (fv, 1). Aber kifq'~ f, wie aus
Hilfssatz 2.2 hervorgeht, wenn man dort ¥ =X, g = { nimmt. |

2.4, Korollar. Jede kompalkt fixz bb@ldungf V=X ist z./u einer kompakt fizierten

In der Tat, X ist Retrakt einer offenen Mehge ,Y’ eines euklidschen Raumes R=,
X5 ¥ 5 X mit ri=idy, und f ist nach 2:3 aq¥ivalent zu ifr:r1V—7Y,; dies
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3. Der Fall {:V— R~ ist im Grunde wohlbekannt (vgl. [3]). Aus Vollstindigkeits-
griinden fithren wir ihn dennoch aus, zumal der Beweis einfach ist. Wir setzen
fe=t—f:V—>B" d.b. ju(®) =v— f(v). Dannist feu = f und Fix(f) = j2(0)
Wir betrachten eine kompakte Umgebung K ¢ ¥ von {3 (0) und approximieren fu
durch eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ :V->R», die der Bedingung
[g(®) — fa(v}] < | fav] geniigt fiir v ¢ K und die 0 als reguliiren Wert besitzt. Dann

besteht g-1(0) aus endlich vielen Punkten Pj, ..., P, von K, und in jedem dieser
Punkte P;ist die Ableitung Dg(P;) umkehrbar. Aullerdem ist

ge:V—+Ra, gi(v)= (1~ ) fu(v)+tg(v); 05t<1,

eine Deformation von {4 in g derart, dafl Ug,' (0) in K enthalten und daher kom-
0st=1

pakt ist. Die Deformation (gg)# zeigt dann f B gu, und Fix(g,) = {P1, Ps. ..., Py}

Wihlen wir ein System Vi, ..., V, disjunkter offener Umgebunven der P;in ¥, so

kénnen wir das Komplement von U V: ausschneiden ( ) und erhalten das folgende

3.1. Zwischenergehnis. Jede kompakt fizierte Abbildung f:V —R2% ist einer Summe

@ fi dguivalent, wobei jedes fi: Vi~>RB7 stetig differenzierbar ist und nur einen Fiz-

=1
punkt P; besitat; auferdem ist die Ableitung Df; u(Py) umkehrbar, d.h. die Zahl 1 st

kein Eigenwert von Df(Py).

Betrachten wir nun eine solche Abbildung f;. Wir kénnen P; = 0 annehmen und
den Index ¢ weglassen, also f: V —+Re, Fix(f) = {0}. Wir betrachten dann die Defor-

mation
g2: V=R g(v) = (1 — ) fu(v) — LD {1 (0) (v)

und die Abbildung
G:Vx[0,1]>B*x[0,1], G{v,8) = (g:(v), 7).

Wegen Dg;(0) = Df.(0) ist die Ableitung DG entlang der ganzen Strecke {0} X [0, 1]
umkehrbar, also ist nach dem Satz iiber implizite Funktionen auch G selbst in einer
Umgebung U x [0, 1] von {0} x [0, 1] umkehrbar, also ist g;] U eine Deformation
von fu| U in Dfy(0)| U derart, daB (g.| U)-L (0) = 0 ist fiir alle £. Die Deformation
(g¢| U) s zeigt dann

FE2% 4| U BEF D10y | U R Do)

d.h. f:¥V->Reist zu Df(0): R* > R» éduivalent. SchlieBlich kénnen wir Df. (0)
in der linearen Gruppe in eine der beiden Matrizen

+1 0

0 oy
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deformieren, d.h. Df{0) unter Vermeidung des Eigenwertes 1 in eine der beiden
Matrizen

1+1 0
0o 0

deformieren. Diese beiden Matrizen sind nach Hilfssatz 2.3 zu den Abbildungen
B > R, z— 0 oder z — 2=, dquivalent. Diese beiden Abbildungen wiederum addieren
sich zu 0 in FIX, wie die folgenden Bilder zeigen.

(—a-—:»—-—>]-(—<—<— @ f[ } BXC { { < ] > >}
( |—I (

Aus dem Korollar 2.4 und dem Zwischenergebnis 3.1 erhalten wir also den

HTP HTP EXC
g )R y 220

3.2, Satz. Jede kompakt fizierte Abbildung f:V +X ist dguivalent zu einer Summe
von Abbildungen der Form B — R, & — 0 oder 2 — 22, Diese zwei Abbildungen addieren
sich zu Null, (x> 0 @ (x> 22) ~ B, das Monoid F1X ist also etne zylklische Gruppe
und wird von ¢ = [#+> 0] = — [z 2x] erzeugt. |} '

4. Erginzende Bemerkungen. 4.1. Wir haben unseren Betrachtungen etwas will.
kiirlich die Klasse der ENR ohne isolierte Punkte zugrunde gelegt. Welche anderen
Klassen lassen sich in dhnlicher Weise behandeln ?

Was zunichst die isolierten Punkic anbetrifit, so hatten wir sie ohne wesentliche
Erschwerung zulassen koénnen. Das Ergebnis hitte dann gelautet: FIX ~ Z @ N
mit e als erzeugendem Element von Z wie oben und der Ein-Punkt-Abbildung [ P—P]
als Erzeugendem von N. Dies ist ziemlich evident; es hitte aber die Formulierungen
komplizierter gemacht.

Eine andere Méglichkeit wire gewesen, die Klasse der lokalkompakten Polyeder
(mit oder chne isolierte Punkte) zu betrachten. Das Ergebnis wire genause ausgefallen
wie bei den ENRs, und die Beweise hatten sich nur unwesentlich geiindert; in Ab-
schnitt 2 hitten wir etwas kiirzer nach dem Muster von [3] vorgehen kénnen. Die
simplizialen Argumente lassen sich aber nicht so leicht auf andere Situationen itber-
tragen wie unsere Beweise, die auf allgemein-topologischen Prinzipien beruhen. Es
sollte z.B. keine erheblichen Schwierigkeiten bereiten (vgl. [2]), die Betrachtungen
auf ANRs zu iibertragen, wobel man allerdings schirfere Kompaktheitsvoraussetzun-
gen iiber f in der Nihe von Fix(f) machen mufl. Eine andere weitgehende Verallge-
meinerung, die ich demnéchst zu verdffentlichen hoffe, betrifft Fixpunkte von
fasernweisen Abbildungen.

4.2 Da die Aquivalenzklasse {f] einer kompakt fixierten Abbildung f durch ihren
Index I(f) ¢ Z bestimmt ist und da der Index kommutativ ist {I(fg) = I{gf), falls
fg kompakt fixiert ist, vgl. [4], VII, 5.16), so gilt auch [f¢] = [gf] in derselben

Situation. M.a.W. Kommutativitit [fg] = [¢f] ist eine Konsequenz der Relationen HIF

und "~°. Einen wichtigen Spezialfall davon haben wir in 2.3 direkt bewiesen ; mit etwas

mehr Aufwand 1aBt sich auch der allgemeine Fail direkt durch geometrische Kon-
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struktionen zeigen (falls f oder g eigentlich ist, ist der Beweis praktisch derselbe).

Bemerkenswert ist, daB die Kommutativitit nicht mebr aus "~" und "2 folgt, wenn

man isolierte Punkte zulifit. In der Tat sind nach 4.1 die Ein-Punkt-Abbildung P — P
und die konstante Abbildung B — R nicht &quivalent, obwohl sie mit den beiden
Zusammensetzungen von f: P->R und g: R— P iibereinstimmen,
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Uber Regularititseigenschaften der Lisungen
von Anfangs-Randwertproblemen fiir parabolische Gleichungen

Von A. Azzam und E. KREYszIG in Windsor

{Eingegangen am 30. 6, 1980)

1. Einleitung und Problemstellung

Die vorliegende Arbeit betrifft lineare parabolische Gleichungen 2. Ordnung

in n+1 unabhéngigen Variablen y, . . ., z, (»=2) und ¢ von der Form
(1.1) Lu= a2, ) ty,, a2, 1) Uyt alz, t) u—u,=f(z,t)
in einem Bereich Qc R*"! mit nichtglattem Rand. In (1.1} ist z=(ay, .. ., 2,),

und es gelte die tibliche Summationsvereinbarung. Es sei Q=G xXJ mit .J=(0, T
und 7'=0. Hierbei wird Gc R" als einfachzusammenhéngend und beschrinkt
vorausgesetzt. Wir nehmen an, dal der Rand é& von G Kanten besitzt (genaue
Formulierung siehe Abschnitt 3) und wollen untersuchen, wie sich dies auf die
Regularitit von Losungen des DIricHLET- und des gemischten Anfangs-Rand-
wertproblems fiir (1.1) in {2 auswirkt.

Grob gesprochen begegnet man folgendem Sachverhalt:

Bekanntlich wichst im Falle einer glaiten Berandung oG die Regularitit der
Losungen mit derjenigen der Koeffizienten der Gleichung, des Randes und der
vorgegebenen Randdaten. Dies wurde zuerst fiir spezielle elliptische Gleichungen
(L.aPLAGE- und Porsson-Gleichung) bewiesen und spiter fiir allgemeine elliptische
Gleichungen und Randbedingungen; man vergleiche dazu [1] sowie [19].

Entsprechende Untersuchungen parabolischer Gleichungen in Bereichen mit
glattem Rand sind jiingeren Datums und weniger zahlreich. Hierher gehoren
Arbeiten von A, FRIEDMAN {8] iiber das erste Anfangs-Randwertproblem, von
Z.Ito [14] und L. L. KamyNIN und V. N. MASLENNIROWA [15] {iber das zweite
Problem sowie von N.V.ZITARAST [32] iiber das allgemeine Problem. Einige
weitere Hinweise findet man in [18). Folgendes ist dabei grundlegend:

Ist im Falle einer parabolischen Gleichung (1.1) der Rand G von der Klasse
C***, 0 <a<1,und hat (1.1) Koeffizienten der Klasse C*({2), so gilt fiir eine Lisung
u, die die Bedingungen '

Ex, B u+nlz. t)u,=0 auf OGXJ
mit

e QPTG X ), neC' e x )
{#, = 8u/dv die d4ullere Normalableitung) sowie

% |;_o=0

STALT
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erfiillt, die Aussage
uc iy .

Bei nichiglatiem Rand a&ndert sich der soeben gekennzeichnete Sachverhalt
grundlegend; die Regularitatseigenschaften der Loésungen héngen dann auller
von den genannten sguch von anderen Umstinden ab, wie wir noch im einzelnen
feststellen werden; namentlich spielen die Innenwinke! lings der Kanten eine
Rolle. Weiterhin kann dann insbesondere die Regularitit der Lsungen nicht
mehr dadurch beliebig erh6ht werden, dafl man die Regularitat der Koeffizienten,
der Randdaten und der glatten Teile des Randes entsprechend erhoht.

Fiir elliptische Gleichungen gibt es dazu zahlreiche Untersuchungen, iiber
die man z. B.in [12] und [22] Literaturhinweise findet. Fiir parabolische Glei-
chungen, wie sie hier im Zusammenhang mit dem DIRICELET- und such dem ge-
mischten Problem behandelt werden, sind uns keine entsprechenden Arbeiten
bekannt.

2. Zur Motivierung und bisherigen Entwicklung

Ehe wir \uit Einzelheiten der Untersuchung beginnen, wollen wir einige

Das Interesse anh Regularitatsverhalten von Lésungen partieller Differential-

und naheliegender Weige

Erstmalige Anregungen in dieser Richtung ergaben sich im Zusammenhang
Tache Prinzip,
von WEIERSTRASS

dungssatz eine Zeitlang
prinzipielle Bedeutung gewann. Dies ]egbv\a:uch dig"’Betrachtung allgemeinerer

Randbedingungen in Bereichen mit nichtglattem

Da diese beiden Gleichungen Prototypen élliptischer Gleichungen darstellen, lag
die Herleitung entsprechender Ergebnjsse fiir allgerreine elliptische Gleichungen
nahe. Dies ist auf verschiedene Wejsé moglich, wie wit, kurz erwihnen wollen:

man bei S. C. EISENSTAT [6]. Die Theorie der SoBoLEW-Riume wyrde im vor-
liegenden Zusammenhang von V. A. KoNDRATIEW [16] und anderen angewendet;
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vgl. hierzu  aych [12] sowie [19], Kap. 3. Beziiglich der Benutzung der GREENscheh
Funktion :A\Integraldarstellungen bei Problemen der vorliegenden Art, fiche
z B. K.-O0. WiDman [28].

Eine zweits, Ursache fiir das Interesse an Regularititseigensphaften der
Lésungen von Rapdwert- und Anfangs-Randwertproblemen in Bereichen mit
nichtglattem Rand ergibt sich in der numerischen Analysis. Hie'treten bekannt-
lich bei Differenzenverfahren und bei der Methode der finitep’Elemente im Falle
von Ecken und Kanten oder bei Unstetigkeiten in den Randbedingungen oft
lokale Konvergenzverachlechterungen und erhebliche wierigkeiten beziiglich
der Fehlerabschitzung auf (siéke. z. B.[7], Abschn 23, [25], Kap. 8, sowie [3]
und [12], S. 215). Methoden zur bhllfe wurden/bemerkenswerterweise schon
relativ frithzeitig vorgeschiagen, z. B. 930 von 8,GERSCHGORIN [11]. Von spiteren
Arbeiten erwihnen wir die grundlegende Upntersuchung von P. LaasoNex [17]
gowie zwel interessante Publikationen vonJ¥. A. Vorxov [27] und I. BaBUSka [3],
in denen durch geeignete Verfeinerung”unds Abinderung nahe der Ecken des
Bereichs optimale Konvergenz O{(h?) il der TscigBYSCHEFF-Norm beim Differen-
zenverfahren bzw. in der Energieporm bei der Mgthode der finiten Elemente
erzwungen wird. Uber die Anwepdung von Glattheitdgussagen von Lisungen bei
der Subtraktion von Singularjtfiten siche N. M. WiaLEY\[28].

Alle die soeben genanpfen Arbeiten betreffen elliptische Gleichungen, ent-
halten aber viele Gesichtpunkte, die auch bei der numewgchen Behandlung
parabolischer Gleichungeh Geltung beanspruchen. Die Schaffungginer allgemeinen
Theorie auf der Grundlage dieser und verwandter Untersuchungen teht tibrigens
gegenwirtig noch 4

Schliellich se; drlttens auf die Bedeutung von Regularxtats&u.ssage bzw. der
Charakterisieryfig der Singularitdten von Lésungen in Bereichen mi% nicht-
glattem Rand bei gewissen physikalischen und technischen Fragen hingéfesen,
die auf Probleme der genannten Art fiir elliptische oder parabolische Gleichungen
fiihren, Pies trifft zu in der Elektrostatik, Hydrodynamik, Ela.stlzlta,tstheor
und Wirmeleitung; siehe z. B. [5, 13, 20, 31].

3. Allgemeine Yoraussetzungen und Ergebnisse

Uher den Rand G von @ nehmen wir an, er bestehe aus m Hyperflichen-
stiicken I';, j=1, ..., m, der Klasse C***, 0<a <1, deren Schnitte E;=I;NTI;,,
jeweils (n—2)-dimensionale Kanten bilden; hierbei ist I, ,, =I") gesetzt. Weiter-
hin sei E;NE\,=@ fir j+k.

Die duflere Normalableitung kennzeichnen wir durch einen 1.1dex », wie zuvor;
ferner bezeichne D, irgendeine erste partielle Ableitung U Zur Formulierung

unserer Ergebnisse bendtigen wir die folgenden GréBlen: Fiir einen beliebigen
Punkt Pe E;XJ mit den Koordinaten (2, {) = (0, °) sei w,(P) der Winkel zwischen
den Bildern von I'; und I, im Bildpunkt von P beziiglich der Transformation
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von

, also

{38.1) Lu=f in Q
und den Bedingungen

(3.23) n3u+(1_ﬂ’) U, =
mit n;=0 oder  derart, da
{3.2h) N+ 9410,
{mit 7, .., =%,) ist. und

(3.3) whoe=0.

sowie

Dann kénnen wir yhser Hauptergebnis folgendermallen formulieren.
Satz 1. Es sci ¢ eine beschriinkie Losung dek Problems (3.1)—(3.3) itn £. Weiter-
hin sei ay, a; a,

(3.4)

vgl. [9]. Fir nstantem z gilt auch »€ &' **(2). Somit
verschirft §atz 1 die erste dieser bgiden Regularitatsaussagen bezliglichh der
z-Abhdngigkeit von « bei konstantemyt zu

(3.4%)
mit p=14#» und »x wie zuvor.
Der Beweis des Satzes 1 ergibt sich spéter aus dem nachstehenden Sate 2.
4. Regularitiit in speziellen Bereichen - CONTY{ N U £

Im folgenden betrachten wir zunéchst ein spezielles Problem in einem Zylinder-
hereich mit Sektorquerschnitt unter zusitzlichen Voraussetzungen. Es seien
r, § Polarkoordinaten, definiert durch z; =r cos 8, @s=7 sin f. Ist n>2, so setzen

NCRE
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wir fiir 2, ..., 2, abkiirzend ' und schreiben dann z=(r, 8, 2'). Fiir festes w
und ¢ =0 filhren wir den Bereich

B,={(r.0,2') | r<0,0<b<w, [z|<oc falls i>2}
ein. Es bezeichne I, und IT, die Stiicke der Hyperflichen
=0
bzw.
=x tanw,
die B, seitlich beranden. Weiterhin sei
N,={z | z€ B, |x|j<c}, (c>0, fest).
In N, xJ betrachten wir das Problem bestehend aus der Differentialgleichung
(4.1) Lu=f in N,XJ
mit L wie in (1.1) und den Bed'ingungen
(4.2a) w=0 auf II,xXJ,
{4.2b) mu+(1—n)u,=0 auf JI,XJ (y=0oder 1)
(4.3) % ),_=0.

Unter Benutzung eines Punktes P : (0, ) mit beliehigem festen ¢°¢J machen wir
dahei die Voraussetzungen

(Vl) aik’ aJ" a, feo.(ﬁcx‘j) »

(V2} ay {0,19=8;; 4, k=1,2,
1

(V3} CO<§(7)+1)::.

Ferner setzen wir

44)  p=pl)=—n

(4. =8y ol

Es gilt dann der folgende
Satz 2. E's sei u eine beschrdnkie Losung des Problems (4.1)—(4.3), und es seien
die Voraussetzungen (V1)—(V3) erfalll. Dann existiert ein positives cy<c derart, daf
(4.5) DaucCHN, xJ)
gilt; hierbei ist
0<=x=min (1, n/f—1—¢)

mit beliebig kleinem ¢>Q.
Um diesen Satz zu beweisen, gewinnen wir zuerst Schranken fiir # und seine

ersten partiellen Ableitungen nach den x; in dem soeben betrachteten Bereich.

10 Math, Nachr, Bd. 101

END
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5. Sehranken fiir Lisungen und Ableitungen in speziellen Bereichen

Hilfssatz 1. Es set « eine beschrdnkte Losung des Problems (4.1)—(4.8), und
es mogen die Voraussetzungen (V1)—(V3) erftillt sein. Dann existiert ein posilives
¢y <¢/3 derart, daP in N, XJ die Abschitzung
(5.1) |e{z, )] = Kr*
gilt. Hierbei ist

L <p=min (2, #/f—¢)
mit beliebig kleinem e>0 und f gemdp (4.4).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, dal3
u fiir iz|=¢, verschwindet (das entspricht der Multiplikation von % mit einer
C3-Funktion, die fiir [z|<c,/2 gleich 1 und fiir |z|zc; gleich 0 ist). ¢;>0 wird
hierbei spéter geeignet gewahlt. Es sei 0 <e<1. Wir wihlen & so, dal -g3¢/2
mit 8 gemél (4.4) gilt, und setzen
_m= 26

A
B

Dann wird

p i (2 d )
>p=min |2, —-—¢}.
4

Zusétzlich nehmen wir jetzt an, £(=0) sei go klein, dafl u=1 gilt. Wir fithren nun
1
v{x)= — Kr” cos 4 (E ﬂ—ﬂ) (0=6=w)

¢in und zeigen, dal —v eine Barrierenfunktion fiir die Losung % von (4.1)—(4.3)
darstellt. Es ist

Av=K (A2—pu?) r* "% cos A (—;—ﬁ—ﬂ).

Waeiterhin wird fiir r—0
v=0(r"), v,=00""") (j=1,2),
v,j=0(j>2), 2,=0,

gowie

(a'ik_ 61&) v::izkz o(r#—z) .
Nun ist aber

i
0031(2 ﬂgﬁ)z_:sin § fir 0=f=ow.



Azzam/Kreyszig, {Ther Regularititseigenschaften 147

Fir |zl =¢; erhalten wir demnach
Loz K [(A2—u?) sin § —gg] r* 2
mit beliebig kleinem £,>0. Indem wir
gg=<{A?—pu?) 8in 8
wihlen, kénnen wir wegen g =2 erreichen, dal in N, X J die Ungleichung
Loz, Y= fzx, t)
gilt, vorausgesetzt, daf} wir ¢, hinreichend klein und K hinreichend groff wihlen.
Weiterhin Ist

v=—Kr*sind=0 auf II;xJ
sowie

n+(l-n)v,=0 auf [TxJ
und

v=0 auf A={r|zcB, |x|=c}XJ.

Wir setzen w=wu —v. Dann geniigt w den Ungleichungen
Lw=0 in N, XJ
qw+(l—n)w,z0 auf I xJ
w=0 anf IyXJ und 4.

Auf Grund des Maximumprinzips (vgl. [24]) folgt nun
w=0 in N,xJ,

also

1
wz= —Kr' cos d (E ﬂ——ﬂ); - Kr# .

Entsprechend beweist man den anderen Teil der Ungleichung (5.1). Damit ist
der Hilfssatz 1 bewiesen.

Unter Benutzung dieses Hilfssatzes gewinnen wir jetzt eine adhnliche Ah-
schdtzung fiir die ersten partiellen Ableitungen von w nach den x;:

Hilfssatz 2. Unter 'den Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 gilt in N xJ mit
Cp= % £y
(5.2) (D =Mr",
hierbei ist n=p— 1.
Beweis. In N, betrachten wir die Teilbereiche
Ry={xizeN, 27" Pey=sr=2""""¢,, |&, =2 % fir i=2},
g=—1,0,1,... s0xie

R=R,_,URUR,,, (s=0,1,...).

10*
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Essei A,=8R,N (II, UIT,); vgl. Abschnitt 4. Die Transformation

(5.3) y=2"¢ [y=(y1 ... ¥a)
bildet R,, R, bzw. A, auf Ry, Ry bzw. A, ab. In ByxJ erfillt Ay, t)=u(2 %, £}
eine parabolische Gleichung der Form

datta+2 a0+ 2" V40— 27 2g,=2""} .
11, sei das Bild von IT,, j=1, 2, beziiglich (5.3). Auf IT, ist #=0 und auf I7, gilt
e+ (1-n4,=0.
Eine ScHAUDER-Abschatzung (vgl. [9]) ergibt
e =2 g™ + 23]
Wegen Hilfssatz 1 folgt hieraus
iz ye’ = Mp2 .
Es bezeichne D, irgendeine erste partielle Ableitung ﬂv’.. Danngilt D4=2"*D.u.
In ByxJ ist
D8] =\’
So wird in R,xJ
|Dyul= M 2"~V = Mr*
mit x =g — 1, Der Hilfssatz 2 ist damit bewiesen.

6. Beweis der Siifze 1 und 2

Beweis des Satzes 2. In N,XJ betrachten wir fiir ein beliebiges festes
teJ zwei beliebige Punkte
P,=(r;co8 0, ry8in 6, 27, 8) (j=1,2)
und miissen, um den Satz zu beweisen, zeigen, dafl es fiir diese Punkte ein H=0
derart gibt, daB
]pzu(Pt)_Dzu(P2)l =H
d(Py, Py)*

6.1
. 1 . 1
gilt. Ohne Beschrankung sei 0=ry=r;=¢;. Ist 725571, so gilt d(P,, P, ==-§ 4,

1
und (6.1) folgt unmittelbar aus (5.2). Es sei jetzt r2>§ ry. Zuerst bemerken wir,

daB sich mit einer der im Beweis von Hilfssatz 1 dhnlichen Methode fiir Sp XJ
mit

1 1 .
SP’={x |z€N,, S T1STEn Imi'_x(inl<'2"fi fir ">2}



Azzam/Kreyszig, Uber Rogularititseigenschaften 149

die Aussage
(6.2) DueC" (8p, xJ)

1
beweigen lifit. Im Falle > r, betrachten wir noch zusitzlich den Punkt

Py=(r( cos By, 7y 8in Gy, 29, £)
1
mit demselben festen ¢ wie zuvor. Ist jetzt d(Py, P;) =780 liegt P, in 8p XJ,
1
wo (6.2) gilt. Ist dagegen d(P;, P3)>§ 7y, so wird d(P,, P;)=d(P,, Py), also

d(Py, Py}=d(P,, Py), und man erhalt ebenfalls (6.1). Satz 2 izt damit bewiesen.

Beweis des Satzes 1. Wir betrachten einen beliebigen Punkt P: (29, i%)¢
€E;xJ. Wegen (3.2) kinnen wir ohne Beschriankung die Randbedingungen in
der Form

U+ (1—n)u,=0 auf IyxJ
w=0 auf I, XJ
mit 7;=0 oder 1 annehmen. Um die Aussage des Satzes zu erhalten, geniigt es
zu zeigen, dal im Durchschnitt N einer Umgebung von P in R**! mit &2
(6.3) D,ucC(N)
gilt; hierbei ist
xy=min (1, 7/f;—1-¢),
By=2m(n;+1) .

I und TI';,, seien lokal in einer Umgebung von P durch Funktionen A, bzw. &,
der Klasse C*** in der Form

Zy=hy(ry, ') bzw. @y=hy{z, )
dargestellt, Die Transformation

Yy =2 —hy(xg, 7')

Yo=2y—hy(zy, 2')

Yi=z;—a; (i>2)

bildet dann P auf den Nullpunkt des y-Koordinatensystems und I'; baw. I,
in ;=0 bzw. y,=0 ab. Die Gleichung (1.1) geht dabei in eine andere parabolische
Gleichung iiber. Fiir letztere existiert eine lineare Transformation, die y, =0 hzw.
Ye=10 auf

Zy=2z tan w bzw. 2z;=0
abbildet und eine Differentialgleichung liefert, deren Hauptteil im Nulipunkt

gleich dem der Larrace-Gleichung ist. Dann ist also w = w{P) der Winkel zwischen
den genannten Bildern, und die transformierten Randbedingungen filr u*(z, t)=
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=u{x, t} lauten
nu*+ (1—n) u¥=0 bzw. u*=0.

u* geniigt also allen Bedingungen des Satzes 2. Da die Transformation z~>z von
der Klasse ¢°*° ist und ihre Jacosr-Determinante in P nicht verschwindet,
folgt damit Satz 1 aus Satz 2. Dies war zu zeigen.

Abschlielend sei noch erwihnt, daB der vorliegende Satz { als Sonderfall
ein Ergebnis in [2) umfaBt, das das DiricHLET-Problem fiir den Fall eines nicht
von t abhingigen Hauptteiles betrifft. Wesentlich ist weiterhin die Bemerkung,
daBl man mit den vorliegenden Methoden auch das Verhalten der zweiten partiel-
len Ableitungen Dju nach den z; kennzeichnen kann: Fiir 0 <7 <2 —u gilt

(6.9) r*DiucCV({2), y=min (o, 14+p—2)=<1.
Dies erhélt man, indem man zuerst in N, XJ (vgl. Hilfssatz 2)
|D2u] = Mg+ 2

zeigt und dann dhnlich wie im Beweis des Satzes 2 fortfihrt; auf die zugehdrigen
Einzelheiten gehen wir hier nicht ein.
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Endliche Gruppen mit treuen absolut-irreduziblen Darstellungen
Von Worreang Gascriitz in Kiel

(Eingegangen am 19. 5. 1954)

Die von W. Burxsipk!) angestrebte Charakterisierung der im Titel ge-
nannten Gruppen ist inzwischen in Arbeiten von K. SHopa?), L. WEISNER?),
M. Tazawat) und R. KocHENDORFFER®) durchgefithrt worden. Die Kriterien
dieser Autoren beziehen sich zum Teil auf nicht leicht {ibersehbare Eigen-
schaften der endlichen Gruppen. Wir glauben, dafl die folgende neue Keunn-
zeichnung und ihr kurzer Beweis eine abermalige Behandlung dieses Gegen-
standes rechtfertigen.

Eine endliche Gruppe & kann donn und nur dann durch eine irreduzible
lineare Substitutionsgruppe mit Koeffizienten aus einem algebraisch-abgeschlossenen
Kirper A der Charakierisitk O freu dargestellt werden, wenn der Sockel @) von (&,
oder, damit gleichwertig, wenn die abelsche Komponenie U von & durch eine
Klasse unier & konjugierter Elemenie erzeugt wird,

Beweis. hy sei allgemein die Anzahl der Klassen konjugierter Elemente
einer Gruppe X. Nach den klassischen FErgebnissen der Darstellungsthecrie
ist hgm die Anzah! der irreduziblen Darstellungsklassen (hier und im folgenden
ist stets A als Darstellungskorper gemeint) von @&, bei denen der Normalteiler
von & durch die Einsmatrix dargestellt wird. Sind M, ..., I, die mini.
malen Normalteiler von (¥, so ist daher nach dem bekannten Exklusions.
prinzip ‘

{1 g =hy — 2 (—1)F X hgm

k=1 AT i

die Anzahl der Klassen irreduzibler und treuer Darstellungen von (.
Ay, Wy, - .. seien Teilrdume eines Vektorraumes iber einem Korper K.
die in bezug auf 4 und ~ einen Verband mit dem Gesetz

{(2) (A + )~ Wy = (W~ W) 4 (A, ~ A)

1) W.BurnNsIiDE, Theory of Groups of Finite Order, 2. Ed. Cambridge 1911, Note F, 8.476.

2) K. 8uopa, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 2, 51--72; 203—209 (1930).

5 L. WeisxEr, Amer. J. Math. 61, 709—712 (1939).

4 M. Tazawa, Tohoku math, J. 47, 8783 (1940).

5 R. KoCHENDORFER, Diese Nachr. 1, 25—39 (1948).

6) & ist das Produkt der minimalen Normalteiler von . Es besteht die eindeutige
bestimmte Darstellung & = % x $, wobei ¥ abelsch und  ohne abelschen Normalteiler
{halbeinfach) ist.
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bilden. Ist #{W) der K-Rang von 9, so gilt dann

3
(3) r(Wy A W= (=1 F (¥~ n ),
E=1 by

wie durch vollstindige Induktion aus

Py e+ W+ W) = e W) () — (A e+ W) A

und
(911 + . ?Ic—l)f\ 9{; = (gllh 91,{) R (9-{;_1f\ ‘J[t)

leicht folgt.

A(®) sei der Gruppenring von & iiber A mit den Elementen J ag @,
agEA, GEG. Aus dem Satz von H. MasorkE und den Struktursidtzen iiber
halbeinfache Algebren folgt”): Jedes zweiseitige Tdeal von A(®) ist direkte
Summe der in ihm enthaltenen einfachen zweiseitigen von A{®)}. Der Verband
der zweiseitigen Ideale von A(®) erfillt daher (2) far K = A. Ist allgemein
0 das Zentrum des Ideals a, so ist ferner die Abbildung a — T ein Verbands-
isomorphismus des Verbandes der zweiseitigen Ideale a von A(®) auf den
Verband der Tdeale von A(G).

Zu jedem Normalteiler R von & bilden die Elemente 3 ag & mit ag — ag
fir G = Hmod M ein zweiseitiges Ideal von A(®). Es ist isomorph zum Grup-
penring von @M iiber A und kann mit A(@M) bezeichnet werden. Fir die
Durchschnittsbildung gilt offenbar

(4) A(BIR) ~ A(G/R) = A(BNY).
Ferner ist
(5) r(A(B/R) = &:N,  r(AGN) = hgm.*)

Auf Grund des erwihnten Verbandsisomorphismus ist

AGT,) + - - + A + A(D),

r(A(G/M) + - - + A(B/MY) = 7(A(S))

oder, nach (1), (3), (4) und (5),
te + 0
gleichbedeutend mit

A(O/TR) + - + A(GIY) =+ A(G),
r{A(G/M) + - o+ A(GIIM) = r(A(G)
oder nach (3), (4) und (5)
®:1 -k}_tjl(~1)" 2 &M, ..M, 0

d. h.

vy
4
(6) 11— (-1 X S:M, W, O
F=1 e ¥

?) Siehe z. B. B. L. v. p. WAERDEN, Moderne Algebra II, 2, Aufl., Berlin 1940, § 120.
%) Siehe z. B. 1. ¢. 7) §127.
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Der Verband der Normalteiler von & in & ist vollreduzibel und gestattet
daher einen Verbandsant’automorphismus, bei dem ,Index unter &'° und
., Ordnung® korrespondieren. Sind daher &, ..., &, die in & maximalen
Normalteiler von @, so ist also (6) mit

4
1 -3 (-1 3 &g il+0
k=1 vy <L LV

gleichbedeutend. Iie linke Seite dieser Ungleichung zihlt nach dem schon oben
angewendeten Exklusionsprinzip die Elemente von & ab, die in keinem in &
echt enthaltenen Normalteiler von & liegen. Das sind genau die Elemente 3,
die mit ihren Konjugierten®?) & erzeugen.

Ist & = A x $ die Zerlegung von & in abelsche und halbeinfache Kom-
ponente A bzw. §, §=8.8,, S, €U, 8,€H, so erzeugt offenbar §, mit
seinen Konjugierten 9. Ist umgekehrt §, ein Element, das mit seinen Kon-
jugierten U erzeugt,

(7} =T x. X Ty

die direkte Zerlegung von 9 in kleinste Normalteiler von @&, F, ein (stets
existierendes) Element, das mit seinen Konjugierten $§, erzeugt, so verifiziert
man leicht auf Grund der bekanntlich!?) eindeutigen Darstellung (7}, daB
8 =&, F,...F, mit seinen Konjugierten & erzeugt.

%) Im folgenden stets unter @ verstandemn. .
1ty R. REMARK, J. reine angew. Math. 162, 1—16 (1930).



