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Exam 2018

Algebraische Konstruktion reeller Korper.

Von EMIL ARTIN und OTTO SCHREIER in Hamburg.

E. Steini1z hat durch seine ,Algebraische Theorie der Korper“?)
weite Gebiete der Algebra einer abstrakten Behandlungsweise erschlossen;
seiner bahubrechenden Untersuchung ist zwm groBen Teil die starke
Entwicklung zu danken, die seither die moderne Algebra genommen
hat. Noch immer aber gibt es viele Zweige der Algebra, die sich den
abstrakten Methoden bisher entzogen haben, wie etwa die reelle Algebra
und gewisse Teile der algebraischen Zahlentheorie. Wir erwahnen z. B.
den Lehrsatz von SturM iber die Anzahl der reellen Wurzeln einer
Gleichung, die Theorien der Einheiten in Zahlkdrpern, der Klassenkdrper
und der Reziprozitiisgesetze.

Um die reelle Algebra abstrakt behandeln zu konnen, muf man
sich notwendig zunéchst die Frage vorlegen, durch welche Eigenschaften
sich die reellen Korper, insbesondere die Korper aller reellen oder aller
reellen algebraischen Zahlen vor anderen Kérpern auszeichmen. Man
wird versuchen, diese Kigenschaften durch einfache Axiome zu heschreiben,
Ein solches Axiomensystem wird verschiedenen Forderungen geniigen
miissen, Zundchst mub es mit dem Begriff ,reell* im gewohnlichen
Sinn im Einklang stehen. Ein absolut algebraischer Kérper z. B. wird
nur damn reell heiflen diirfen, wenn es einen mit ihm isomorphen, im
gewdhnlichen Sinne reellen algebraischen Zahlkorper gibt. Sodann
muf} das Axiomeusystem es ermoglichen, rein algebraisch den Existenz-
beweis fiir eine moglichst ausgedehnte Klasse von reellen Korpern zu
filhren, die natiirlich als spezielle Fialle die reellen algebraischen Zahl-
korper umfassen muf, Von diesen, im abstrakten Sinn reellen Korpern
ist dann nachzuweisen, daB in fhnen die Sitze der reellen Algebra gelten.

Eine solche Kennzeichnung der reellen Kérper ist in der Tat
moglich. Es wire naheliegend, vom Begriff des geordneten Korpers
auszugehen. Vom Standpunkt der abstrakten Algebra, die doch mit
vorgegebenen Kiorpern arbeitet, wird aber eine Definition vorzuzichen
sein, die allein die Operationen der Addition und Multiplikation verwendet
und die Moglichkeit nach sich zieht, den Ktrper zu ordnen. Man wird
von einer solchen Definition auch erwarten diirfen, daf sie leichter zu
einem algebraischen Kxistenzbeweis fir reelle Korper fithrt.

Die gesuchte Grundeigenschaft der reellen Kérper ist nun folgende:
Es soll erlanbt sein, aus dem Verschwinden einer Snmme von

Y Crelle, Bd. 187 (1910), 8. 167 —309.
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Quadraten stets auf das Verschwinden der einzelnen Quadrate
zu schliefen. Oder, was damit gleichbedeutend ist: — 1 darf nicht
als Quadratsnmme darstellbar sein. Diese Bedingung wird
besonders durch eine Untersuchung?) des einen von uns nahegelegt,
in der der Kdrper der reellen algebraischen Zahlen durch algebraische
Eigenschaften gekennzeichnet wird. Da8 man nunmehr die reelle Algebra
vollkommen abstrakt anfbauen kann, soll im folgenden gezeigt werden.

In der anschlieBenden Arbeit®} wird sich die Fruchtbarkeit dieser
Begriffsbildungen herausstellen: Ks lassen sich mit ihrer Hilfe die Fragen
nach der Darstelibarkeit eines Kirperelements als Quadratsumme
beantworten und HiLBErTs Problem der definiten Funktionen findet so
seine Ldsung.

I. Definition und Haupteigenschaften der reellen Kdrper.

BEin Kirper heifle ,reell’, wenn in thm —1 nicht als Quadrat-
summe darstellbar ist. .

Ein reeller Korper hat stets die Charakteristik Null, demn in
einem Korper der Charakteristik p ist — 1 Summe von (p—1)
Summanden 12,

Ein Kirper K heifle ,geordnet”, wenn fiir seine Elemenle die
Bigenschaft, positiv (>-0) zu sein, gemdf den folgenden Forderungen
defindert ist;

1. Piir jedes Flement a aus K gilt genau eine der Beziehungen

a = 0, @ > 0, —a >,

2 Ist >0 und b>0, so ist a+0>0 und ab> 0.

Ist — a>>0, so sagen wir: a ist negativ.

Definieren wir in einem geordneten Korper allgemein eine Grofien-
beziehung durch die Festsetzung

a>b (oder b<a), wem ao—b>0,

so zeigt man mithelos, daf die Anordnungsaxiome erfiillt sind.

Verstehen wir ferner unter dem Betrag || eines Elements das
nicht-negative unter den Klementen a, o, so gelten fiir das Rechnen
mit Betrigen die Regeln '

labl=lal|-1b]; |atb] < ]el+]0L

Ebenéo erkennt man die Richtigkeit von |af® == «* Also ist ein
Quadrat stets nicht-negativ. Insbesondere ist 1 = 170, folglich

%) K. Armiy, Kennzeichnung des Korpers der reellen algebraischen Zahlen.
Hamb, Abh, Bl 3 (1924), 8. 310323,
3% E. Arrix, Ober die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate.
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—1<0 und daher —1 in K nicht als Quadratsumme darstellbar.
D. h.: Jeder geordnete Korper ist reell.

Ein Korper P heiffe ,reell abgeschlossen™"), wenn zwar P reell,
dagegen keine algebraische Erweiterung von P reell dst.

Satz 1. Jeder reell abgeschiossene Korper kann auf eine und nur
eine Weise geordnet werden.

Sei P reell abgeschlossen. Dann wollen wir zeigen:

Jedes von O verschiedene Element a aus P ist entweder selbst
Quadrat oder aber ist —a Quadrat, wobei diese Fille einander aus-
schliefen. Quadratsummen von Elementen ans P sind selbst Quadrate.

Hieraus wird Satz 1 unmittelbar folgen; denn durch die Festsetzung
a0, wenn a Quadrat und von 0 verschieden ist, wird dann offenbar
eine Ordnung des Korpers P definiert sein und sie ist die einzig mogliche,
da ja Quadrate in jeder Ordnung > O ausfallen miissen,

Ist 7 nicht Quadrat eines Elements aus P, so ist P(V'y) eine
algebraische Erweiterung von P, also nicht reell. Demnach gilt eine
Gleichung :

n
—1 = 2 (av V;’i‘ ﬂv)g

p=1
oder

w1 = rZEaiﬂLZ:ﬁi-F 2V?Z£a;ﬂr,

wobei die «,, 8, zu P gehtren. Hierin mufl der letzte Term verschwinden,

da sonst V'y entgegen der Annahme in P lige. Dagegen kann das
erste Glied nicht verschwinden, da andernfalls P nicht reell wire.
Daraus schliefien wir zuniichst, daf y in P nicht als Quadratsumme
darstellbar ist; denn sonst erhielten wir auch fir —1 eine Darstellung
als Quadratsumme. D.h.: Ist y nicht Quadrat, so auch nicht Quadrat-
gumme. Oder positiv gewendet: Jede Quadratsumme in P ist auch
Quadrat in P.
Nunmelr erhalten wir
1+ 24

¥a==1

—_—f =

n:
2
2
¥—1

Zahler und Nenner dieses Ausdrucks sind Quadratsummen, also
selbst Quadrate, daher ist—y = ¢% wo ¢ in P liegt, Demnach gilt
fir jedes Element aus P mindestens eine der Gleichungen y = b°,

Y) Wir haben die kurze Bezeichnung ,reell abgeschiossen” der priiziseren ,reell-
algebraisch abgeschlossen" vorgezogen.




88 E. Artin und 0. Sehreier.

—y == ¢%; ist aber 40, so konnen uicht beide bestehen, da sonst
b\? .
— ] = (_i:) wire, was nicht geht.

Auf Grund von Satz 1 nehmen wir im folgenden reell abgeschlossene
Korper stets als geordnet an.

Satz 2. Ir einem recll abgeschlossenen Korper besitzt jedes Polynom
ungeraden Grades mindestens eine Nullsielle.

Der Satz ist filr den Grad 1 trivial. Wir nehmen an, er sei
bereits fiir alle ungeraden Grade <Zn bewiesen; f(xz) sei ein Polynom
des ungeraden Grades n(>1). Ist f(z) reduzibel in dem reell ab-
geschlossenen Kérper P, so besitzt mindestens ein irreduzibler Faktor
einen ungeraden Grad <Zn, also auch eine Nullstelle in P. Die Annahme,
S (@) wire irreduzibel, soll jetzt ad absurdum gefiithrt werden. Es gei
ndmlich « eine symbolisch adjungierie Nullstelle von f{x). P{«) wire
dann nicht-reell, also hitten wir eine Gleichung

0 1=l

wobei die ¢, () Polynome hochstens (z — 1)-ten Grades mit Koeffizienten
aus P sind. Aus (1) erhalten wir eine Identitat

@) —1 =2 (o @) +/@g@.

Die Summe der ¢> hat geraden Grad, da die hochsten Koeffizienten
Quadrate sind und sich also beim Addieren nicht wegheben konnen.
Ferner ist der Grad positiv, da sonst schon (1) einen Widerspruch
enthielte. Demnach hat g(x) einen ungeraden Grad < n—2, also
besitzt g () jedenfalls eine Nullstelle o in P. Setzen wir aber « in (2)
ein, so haben wir

—1 =3 @,

womit wir bei einem Widerspruch angelangt sind, da die ¢,(a} in P
liegen.

Satz 8. Ein reell abgeschlossener Kirper ist nicht algebraisch ab-
geschlossen. Dagegen st der durch Adjunktion von i°) entstehende Korper
algebraisch abgeschlossen.

Die erste Halfte ist trivial. Denn die Gleichung #*+1 = 0 ist
in jedem reellen Korper unidsbar,

%) ¢ bedeutet hier und im folgenden stets eine Nullstelle ven x4 1.
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Zum Schwarzschen Spiegelungsprinzip

{Die Randwerte von meromorphan Funkticnen)

Von. C. Caratagonory, Miinchen

1. Die Entdeckung der Lebesgueschen Integraticnsmethoden war
der Anlafl, die Theorie der analytischen Funktionen an vielen Stellen in
bemerkenswerter und unerwarteter Weise zu bereichern. Aber es gibt
noch heute, nach fast finfzig Jahren, Fragen ganz elementaren Charak-
ters, fiir welche die Lebesgueschen Resultate noch nicht ausgebeutet
worden gind. So kann man das Spiegelungsprinzip von I. A.Schwarz auf
einen Satz zuriickfithren, der von ebensolchem allgemeinem Interesse ist
wie dieses.

Nach dem Resultat von Schwarz ist eine im Kreise | z | < 1 analytische
Funktion, die auf einem Bogen 4 B der Kreisperipherie stetig und reell
ist, reguliir in jedem Punkte von 4 B. Obwohl nun der Schwarzsche Be-
weis in seiner urspriinglichen Fassung ohne die Forderung der Stetigkeit
von f(z) auf A B nicht denkbar ist, ist es nicht schwer, eine Variante
dieses Beweises zu konstruieren, bei welcher die Stetigkeit iiberhaupt
keine Rolle spielt. ‘

Zu diesem Zweck braucht man nur den Begriff der Randwerte (oder wie
manche Autoren sagen, der Hiufungswerte} einer Funktion systematisch
zu benutzen,

2. Wir gehen von folgender Definition aus:

Definition. st f(z) eine beliebige reelle oder komplexe Funktion, die in
einem Qeliete G definiert ist, und bezeichnet man mit { irgendeinen Band-
punkt von G , so wollen wir sagen, daf eine Zahl x ein Randwert von f(z) im
Punlite ¢ ist, wenn es mindestens eine Folge von Punkiten z, in G gibt, Hir
welche die Gleichungen .
limz, = ¢ lim f(z,) = » (2.1)

y=0ea P=00

gleichzeitig bestehen.

Mit Hilfe dieser Definition gilt nun der

Saiz 1., Im Inneren des Einheilskreises [z | <1 sei die analytische
Funktion f(z) meromorph. Auf etnem Bogen A B der Kreisperipherie seien
alle Randwerte von [(z) reell oder co. Dann ist die Funktion f(z) in jedem
Punkte { von A B regulir wnd reell oder ste besitzt einen Pol in {.
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Die Funktion
o fz)—i
ist in jedem Punkte des Kreises |z |<1 meromorph, In jedem Punkte {
von 4 B sind elle Randwerte von | g{z) | identisch gleich Eins, weil durch
die Abbildung

die reelle Achse der w-Ebene in den Kreis | w | = 1 transformiert wird.
Ist dann  ein innerer Punkt des Bogens 4 B, so kann man die natiirliche
Zahl n so grol} wihlen, daB erstens die eine Seite des Kreishogenzweiecks
CD, welches die gemeinsamen inneren Punkte der beiden Kreise
1
I N PR e (2.2)

enthilt, aus einem Teilbogen €D von A B besteht und dafl zweitens die

Relation
I<lg) <2 (2.3)

itberall in diesem Kreisbogenzweieck verifiziert ist. Im entgegengesetzien
Fall kénnte man jeder natiirlichen Zahl # einen Punkt z, des Einheits-
kreises zuordnen, fir weleche |2, — ¢ |<% ist und eine der Relationen

| gz} | =% oder |g(z,)| = 2 erfiillt ist. Dann miiBte aber | g(z) | ent-
gegen der Voraussetzung einen Randwert im Punkte  haben, der von 1

verschieden igt.
Wir bilden jetzt durch die Funktion

2= yp(u) (2.4)
das Kreishogenzweieck C' D auf den Kreits |wu|<1 ab, so dafl die Seite

(' D) des Zweiecks dem Halbkreive €, K, D, entspricht, der in der Halb-
ebene Ru>0 liegt, und setzen

h(u) = g(yp(u)) . (2.5)

Nach unserer Konstruktion ist nun <[ k(u) < 2; irgendein Zweig des
Logarithmus Ik (x) ist somit regulir in | % | <1 und besitat dort einen
beschriinkten reellen Teil. Wir fithren die Bezeichnung ein

Afr,9) = R e?)) (0<r<l) . (2.86)
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Ist dann u ein beliebiger Punkt des Kreises | % ]<1 und wihit man
r>>|u | aber <21, so hat man nach der Formel des Poissonschen Integrals

k18

Ihin) — __§_ﬁ(9)_gﬁ§9l 4 E};Zj At 8) {Z:;t{;i . (2.7)
0

Da nun fiir 0= < _;i und fir 323 <9< 2 x alle Randwerte von | 2{x)|
gleich Eins und folglich lim A(r,&#) = 0 ist, hat man, indem man in (2.7)

F=1
die Grofle r gegen Eins konvergieren lilit und die Bezeichnung

einfiithrt,

h(w) = l~k(0);l}b(0)-{—%jl(ﬁ) e?&_};l dd . {2.8)

Aus dieser Darstelling von Ih(u) folgt nun unmittelbar, dall diese
Funktion auf dem Halbkreis C,#, D, reguldr ist ; dasselbe gilt von k (u)
und es mull also auch g(z) auf dem Kreisbogen C' D analytisch sein, ein
Resultat, das auch fir f{z) gilt. Hiermit ist der angekiindigte Satz be-
wiesen?).

3. Bei der Auswertung des Poissonschen Integrals (2.7) haben wir
die Voraussetzungen des Satzes 1 mnicht voll ausgenutzt. Das SchiuB-
resultat (2.8) hitten wir schon erzielen kénnen, wenn nicht sdmtliche
Randwerte von f{z), sondern lediglich diejenigen, die man bei radialer
Anndherung erhilt, reell sind. Diese letztere Voraussetzung reicht aber
nicht mehr aus, um schlieBen zu konnen, daf f(z) keine singulfiren
Stellen auf dem Rande besitzt. Zum Beispiel ist

_ ey
i &)

wesentlich singuliir fiir z = 1, aber die Grenzwerte lim f(re*?) existie-
r=1

1) Man beachte, dall wir bisher von der Lebesgueschen Theorie keinen Gebranch
gemacht haben, und def unsere obigen Schliisse von derselben Art sind, wie diejenigen,
die auch Schwarz zur Hand hatte,
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ren fiir jeden Wert von & und sind reell (und sogar endlich). Wenn man
aber die Moglichkeit des Auftretens von Singularititen zuliBt, so zeigt
sich, dafl man schon bei iiberraschend geringen Annahmen iiber das Ver-
halten von f{z) in der Niihe des Randes eine befriedigende Antwort auf
alle Fragen erhiilt, die zu stellen man geneigt sein kénnte. Wir wolien mit
folgenden Voraussetzungen arbeiten:

Annahme: Die analytische Funktion f (2} soll-meromorph tm Inneren des
Kreises jz|<1 sein, Jedem Punkte [ eines Kreisbogens A& B der Kreis-
peripherie |z | = 1, der nicht auf einer festen Punktmenge e, vom linearen
Mafe Null liegt, soll mindestens eine gegen ¢ konvergierende Folge von Punk-
ten 2, des Einheiiskreises zugeordnel werden kinnen, die zwischen zwes in {
sich begegnenden Sehnen des Einheitskreises liegen, und f4r welche lim f(z,)
ewtstiert und reell oder gleich oo ist,

Wie schwach diese Voraussetzungen sind, zeigt schon der Umstand, dal3
die Modulfunktion »(2), die man durch die konforme Abbildung der
oberen w-Halbebene in tiblicher Normierung auf ein in den Kreis |z | =1
eingeschriebenes Moduldreieck erhilt, den obigen Bedingungen gerecht
wird. Deun suf jedem Radius des Kreises |z | <1, der in einem Punkte ¢
endet, konvergiert »(z) gegen 0, 1 oder co, wenn dieser Radius nur endlich
viele Dreiecke der Modulfigur durchsetzt, und auf einem solchen Radius
existieren unendlich viele Punkte, in denen »(2) reell ist, wenn er durch
unendlich viele solche Dreiecke hindurchgeht.

Da nun der Kreis |z| = 1 eine natiirliche Grenze fiir die Funktion
v{z) ist, zeigh dieses Beispiel, dal sogar alle Punkte des Bogens 4 B bet
den von uns gemachten Voraussetzungen singulire Punkte von f(z) sein
konnen. Es wird sich aber herausstellen, da8 diese singuliren Punkte von
ganz besonderer Art sind. Das Resultat, das wir erhalten werden, ist nim-
Hoh mit dem Satze von Casorati-Weiersiraf iiber isolierte wesentlich sin-
guliire Stellen aufs #uBerste verwandt. Dieser letztere Satz kann folgen-
dermafien ausgesprochen werden: Ist eine analytische Funktion f(z) in
einem punktierten Kreise 0< |z — ;| <¢ eindeutig und meromorph, so
sind nur zwei verschiedene Moglichkeiten vorhanden. Entweder iiber-
deckt die Menge W alier Randwerte von f(z) im Punkte (, die ganze Zah!-
ebene mit EinschluBl des Punktes oo, oder f(z) ist reguldr (oder hat einen
Pol) im Punkte &,. Eine Aussage ganz dhnlichen Charakters bildet aber
der Inhalt von '

Satz 2. Unler den angegebenen Voraussetzungen fllr f(z) sind in jedem
Punkie £, des Kreishogens A B nur folgende drei Moglichkeiten vorhanden
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Beitrdage zur Homotopietheorie

Von Hemz Horr, Zirich

Diege Beitriige setzen die Untersuchung der Zusammenhiange fort, die
zwischen den Homotopiegruppen von Hurewicz, der Fundamentalgruppe
und den Homologiegruppen bestehen; derartige Untersuchungen sind
bereits in den grundlegenden Arbeiten von Hurewiez [1], in einer Arbeit
von Eilenberg [2] und in zwei Arbeiten von mir 3, 4] angestellt worden?);
Begriffe, Methoden und Sitze aus diesen Arbeiten werden im folgenden
benutzt,

Die Ergebnisse sind in den Abschnitten 2.1, 2.2, 3.5, 4.3, 4.9, 5.4,
6.5 formuliert; die Erklirung der in diesen Sitzen vorkommenden Be-
griffe findet man in den Abschnitten 1.1 bis 1.5, 3.1, 3.2, 4.1, 4.2. In
den Abschnitten 2.7 und 5.6 ff. wird durch einige spezielle Beispiele
gezeipgt, in welchen Richtungen sich die allgemeinen Sidfze anwenden
lagsen,

1. Definifion der Gruppen 17, I'", A"

1.1. & sei ein beliebiger zusammenhéngender, simplizialer Komplex,
endlich oder unendlich, und ® das durch & bestimmte Polyeder?). Die
Homotopiegruppen von ] nennen wir auch die Homotopiegruppen des
Komplexes & und bezeichnen sie mit //{{) oder, wenn kein MiBver-
stindnis moglich ist, kurz mit I7*; (n =1, 2,...). '

Die Definition dieser Gruppen ist bekannt ([1], (I)). Es sei hier nur an
folgendes erinnert: Die Elemente von I7* sind die Aquivalenzklassen der-
jenigen Abbildungen®) einer Sphiire §* in das Polyeder &, welche einen
festen Punkt o 8%, den ,,Pol*, auf einen festen Eckpunkt o von K, den
,,Nullpunkt’‘ abbilden; dabei gelten zwei Abbildungen f,g els dqui-
valent, wenn man sie unter Festhaltung des Bildes von a stetig ineinander
deformieren kann.

1.2. Ein ,stetiger Zyklus* [f{z)}] in R ist durch eine Abbildung f
eines Polyeders z in das Polyeder R bestimmt, wobei z ein Zyklus ist

1y Literaturverzeichnis am Sehluf der Arbeit.
3) Terminologie immer wie in [#]. — Nur statt ,,algebraischer Komplex' sage ich jetzt

- Kette'.

3) Alle Abbildungen von Sphiren und anderen Polyedern sollen stetig, alle Abbil-
dungen von Komplexen simplizial sein,
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{[6], p. 332fL.). Ist speziell 2z = 8" der Grundzyklus einer orientierten
n-dimensionalen Sphére, so nennen wir [f(8*)] eine ,stetige (n-dimen-
sionale) Sphire“. Die Elemente der oben betrachteten Aquivalenz-
klassen sind also stetige Sphiren.

Die stetigen Sphiren [f(8™)], {g(8")] heiBen , homotop* zueinander,
wenn die Abbildungen f, g homotop sind, d. h. wenn sie sich stetig inein-
ander deformieren lassen, wobei im Gegensatz zu oben kein Pol @ aus-
gezeichnet ist. Je zwei stetige Sphiiren aus einer Aquivalenzklasse sind
homotop; daraus folgt: wenn eine stetige Sphire aus der Aquivalenz-
klasse o zu einer stetigen Sphiire aus der Aquivalenzklasse- ' homotop
ist, so ist jede stetige Sphiire aus o zu jeder stetigen Sphiire aus &’ homo-
top; in diesem Falle nennen wir die Elemente «, «’ zueinander homotop.
Die Gruppe II* zerfillt so in Homotopieklassen,

Es kann vorkommen, daBl jede Homotopieklasse von I7* nur ein ein-
ziges Element enthilt, daB also zwei verschiedene Elemente von II* nie-
mals zusinander homotop sind. In diesem Falle heilit & ,,einfach® in der
Dimension n . Dies ist speziell dann der Fall, und zwar fiir alle 2, wenn 8
einfach zusammenhingend, d. h. wenn die Fundamentalgruppe /' =0
ist [2].

1.3. Unter IT; verstehen wir die Untergruppe von [i*, die von allen
Differenzen & —«’ erzeugt wird, wobei «,a’ beliebige zueinander
homotope Elemente von II* sind; sie besteht aus allen Summen
2 (o, —f), wobei immer &, und & homotop sind.

Wenn R in der Dimension # einfach, also insbesondere wenn § einfach
zusammenhéngend ist, ist [l =0.

1.4. Jeder stetige Zyllus in ] gehort zu einer bestimmten Homologie-
klasse von & ([51, p. 834). Homotope stetige Zyklen gehiren zu derselben
Homologieklasse; hieraus folgt erstens, daB jedem Element « «II* eine
bestimmte Homologieklasse hx zugeordnet ist, und zweitens: sind «, &’
homotope Elemente von IT#, so ist ha = ha'.

Aus den Definitionen der Addition in /7* und in der Bettischen Gruppe
B" von K ergibt sich, daB 4 eine homomorphe Abbildung von {I™ in B"
ist, Der Kern dieses Homomorphismus, also das Urbild des Nullelementes
von B*, ist eine Untergruppe von II*, die wir I'* nennen; sie besteht also
aus denjenigen Elementen von IT*, die die Eigenschaft haben, dafl die
in ihnen enthaltenen stetigen Sphiren homolog 0 sind. (Wenn & #-dimen-
gional ist, so darf man hierbei statt ,,homolog 0 auch ,gleich 0%, im
Sinne der Addition von Ketten, sagen.) Wir werden die in I™ enthaltenen
Elemente von II* seibst ,,homolog 0 nennen,

308




1.5, Wenn «,a’ zueinander homotop sind, so ist, wie in 1,4 fest-
gestellt warde, ha =ha', also h(x —«&’) =0, d.h. & —«’ homo-
log 0, und folglich sind alle Elemente der Gruppe I7% homolog 0; man
kann sagen, dafl das diejenigen Elemente von IF* sind, welche bereits
auf Grund ihrer Homotopieeigenschaften , trivialerweise* homolog 0 sind.

Es ist also /7§ ¢ I', und mithin ist die Faktorgruppe 4* = /1T
erkliirt. Diese Gruppen 4" werden den Hauptgegenstand unserer Unter-
suchung bilden; in ihrer Struktur duBern sich die Existenz und Eigen-
schaften solcher Elemente von IT%, welche homolog 0 sind, fiir welche
dies aber nicht ,trivial — in dem soeben besprochenen Sinne - ist.

Wenn R in der Dimension n einfach, also inshesondere wenn & einfach
rusammenhingend ist, ist A*= ",

1.8. Die Gruppe /1! ist die Fundamentalgruppe von K. Sie ist, im
Gegensatz zu 1", » > 1, im aligemeinen nicht kommutativ, und man
schreibt sie, im Gegensatz zu II", n>1, nicht additiv, sondern multipli-
kativ. Zwei Elemente o, o’ ¢I7* sind dann und nur dann homotop, wenn
sie dhnlich sind, d.h. wenn ein § /I* existiert, sodaB o' = Baf-? ist
([6], p. 176); an die Stelle der oben betrachteten Differenzen « — &'
treten also die Kommutatoren «fa—1f2, und IT} ist die Kommutator-
gruppe von IT'. Andererseits sind die Elemente der Kommutatorgruppe
von [I* dadurch charakterisiert, dafl die sie repriisentierenden geschlos-
senen Wege, als stetige Zyklen aufgefafit, homolog 0 sind ([6], p. 173);
folglich ist auch I die Kommutatorgruppe von II*. Es ist also I} =I"
und damit A =6. — Die Gruppen A" verdienen also nur fiir n > 1
Interesse.

1.7. Schlieflich sei noch darauf hingewiesen, dafi die Homotopie
zwischen zwel Elementen &, o' /1" nach Eilenberg [2] auch folgenderz-
maflen charakterisiert werden kann (diese Charakterisierung wird nur
einmal, in 2.6, explizit eine Rolle spielen}: Den Elementen x der Funda-
mentalgruppe [Tt sind in natiirlicher Weise Automorphismen A4, der
Gruppe [I" zugeordnet; II* ist also als ,,Gruppe mit Operatoren‘* aufzu-
fassen, wohei IT* der Operatorenbereich ist. Es gilt der Satz: ,,Die Ele-
mente «,a’ eII* gind dann und nur dann homotop, wenn es ein z eIt
gibt, sodal &' =A,« ist“ ([2], §§ 9,11). — (Fir » =1 sind die A4,
die inneren Automorphismen von J/3.}

Hieraus folgt, dall durch die Struktur von II™ als Gruppe mit Opera-
toren in dem soeben erklirten Sinne die Gruppe IT} vollstiindig hestimimb
ist,
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2. Der Zusammenhang zwisehen den Gruppen 4" (R”) und der Funda-
mentalgrappe

2.1. R heillt ,,asphirisch® in der Dimension n, wenn //"(®) =0 ist,
d. h. wenn jede stetige n-dimensionale Sphiire in & auf einen Punkt
zusammengezogen werden kann ({[1], (IV)).

Wir betrachten N-dimensionale Komplexe & =®% und werden
zeigen:

Es sei N =2, und RY sei asphdrisch in den Dimensionen n mit
L < n<N. Dann ist die Struktur der Gruppe AY(RKRY) durch die Struktur
der Fundamentalgruppe ITYKY) bestimmi,

Die - Voraussetzung iiber {7 ist inhaltlos, wenn N ==2 ist; daher
enthilt dieser Satz den folgenden:

Fir jeden zweidimensionalen Komplex K ist die Struktur der Gruppe
A*R?) durch die Struktur der Fundamentalgruppe ITV(R2) bestimmi,

2.2. Diese Stitze lassen sich noch priizisieren, Jeder abstrakten Gruppe
® sind durch einen algebraischen Prozefl, den ich frither dargestellt habe,
Abelsche Gruppen G2, (5%,... zugeordunet, die ,zu ( gehdrenden Bet-
tischen Gruppen® ([4], § 1)*). Welche Eigenschaften dieser Gruppen wir
bier brauchen, wird unten in 2.4 gesagi werden. Es. gilt

Satz I. Essei N =2, und RY sei ein N-dimensionaler Komplex, der
die Fundamentalgruppe © besitzt und asphdrisch in den Dimensionen n
mit 1<n<N ist. Dannist AV(RKY) =G5

Speziell gilt also, analog wie in 2.1,

Satz I'. Fiir jeden zweidimensionalen Komplex {2 mit der Fundamental-
gruppe G ist A*}(R?) = G

2.8, Beweis von Satz I. K sei der universelle Uberlagerungskomplex
von R =R". Die Abbildung, die jedem Punkt p ¢ X den von ihm
iiberlagerten Punkt p ¢ & zuordnet, heisse U. Der Homomorphismus
% sei fiir K ebenso erklirt, wie in 1.4 der Homomorphismus & fiir &.
~ Die nachstehenden Tatsachen &), b), ¢) sind aus der Theorie von Hure-
wicz bekannt:

a) U bildet fir » > 1 die Gruppe II*(K) isomorph auf die Gruppe
I(}) ab (1], (I}, Satz 1V).

4} Der Kosffizientenbereich ist immer der Ring der ganzen Zahlen.
&) Durch diesen Satz wird die am Schiul von [4) engekiindigte Beziehung hergestellt.
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