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Felder von Flichenelementen

R e

in 4-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
Yoo
Priepricr HigzeeruoH in Bonn und Heinz Horp in Ziirich

Herrn H, BENNKE zum 60. Geburtatag gewidmet

Einleitung

Wir betrachten 4-dimensionale kompakte orientierte differenzierbare
Mannigfaltigkeiten M und in ihnen stetige Felder von orientierten Flichen-
elementen. Die nichstliegende Frage lautet: ,,In welchen M existieren solche
Felder ohne Singularititen 7 Tines der Hauptergebnisse dieser Arbeit beateht
darin, dal diese M durch eine arithmetische Relation zwischen der Eulerschen
Charakteristik ¢ und der Poincaréschen Bilinearform S{z,y) charakterisierf
werden; S(x;y) bezeichnet also die Sehnittzahl der 2-dimensionalen Homo-
logieklagsen @ und y, und zwer ist ,,Homologie™ hier im einfachsten Sinne,
nidmkich als ,Homologie mit Division* zu veratehen (#, ¥ sind also Elemente
der, modulo der Torsionsgruppe reduzierten, ganzzahligen Homologiegruppe),
Ubrigens werden wir uns der Cohomologie-Sprache bedicnen, so daB nachher
x, ¥ Elemente der 2.dimensjonalen, modulo der Untergruppe der Elemente
endlicher Ordnung reduzierten, ganzzahligen Cohomologiegruppe und 8(z,y)
den Wert des 4-dimensionalen Cup-Produktes zy aul dem Grundzykius der
orientierten M bezeichnen werden. In der erwithnten arithmetischen Relation
werden aufler dem Trégheitsindex (oder der Signatur) v (vgl 4.1) einer
symmetrischen Bilinearform §(w,y) noch die folgenden Begriffe auftreten:

Auf dem p-dimensionalen Gitter (ganzzahligen Modul) H sei § eine ganz-
zehlige symmetrische bilineare Funktion von Gittervekioren z, y mit der
Determinante +1. Dann gibt es solche Gittervektoren w, daf

(1) S(w, o) = 8z, 2) mad 2 fiir jeden ¢ H

ist; in der Tat: hat § in bezug auf eine beliebig gewithlte Basis von H die
Matrix (ay), so besitzt der Vektor w, dessen Komponenten w; durch das
Gleichungssystem

7
fZ ApWy=0y;, i=1,2,...,p,
=]

bestimmt sind, die Eigenschaft (1); ferner sieht man leicht, daB mit w alle
Vektoren w'==w + 2z (2 ¢ H beliebig), und nur diese w', sbenfalls (1) erfiillen,
Somit bilden die durch (1) charakterisierten w eine Restklasse We H/2 H,
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Wir verstehen unter 2 die Menge aller Zahlen 8 (w,w) mit w ¢ W, {Im Falle
p = 0 verstehen wir unter 2 die nur aus der 0 bestehende Menge.)

Fiir eine Mannigfaltigkeit M ist also neben der Bulerschen Charakteristik
e und dem Trigheitsindex v die Zahlenmenge {2 definiert. Nun lautet die
Antwort anf die anfangs formulierte Frage:

In M gibt es dann und nur dann Felder von Flichenelementen ohne Sin-

gularitit, wenn
B3r+2ecf) und 3v—2e¢ ).

Felder mit hochstens endlich vielen Singularititen existieren nach einem
Satz von WRITNEY (den wir ubrigens in (4.1 vi) noch einmal beweisen werden)
in jeder M. Jeder isclierten Singularitit P, ist in bekannter Weise ein Index
zugeordnet: er ist die Homotopieklasse einer bestimmten Abbildung einer
Sphire 5, in die Mannigfaltigkeit X der orientierten Ebenen durch einen Punkt
des cuklidischen R#, also ein Element der Gruppe my{Z); da 2 homdomorph
mit dem Sphirenprodukt 8 x 8, und da 75(S,) unendlich zyklisch ist, kanh
der Index bei Beachtung gewisser Orientierungskonventionen als Paar (a,, &,)
ganzer Zahlen aufgefallt werden; die Indexsumme des Feldes ist das Paar
(@, by mit a = X a,, b= L'b;, summiert iiber alle Singularitdten. Wir fragen,
welche Indexsummen in einer gegebenen M auftreten, Diese Indexsummen
gind im allgemeinen nicht einander gleich; vielmehr gilt folgender Satz:

Danp und nur dann haben in M alle Indexsummen den gleichen Wert, wenn
die zweite Bettische Zahl by= 0 ist; und zwor ist dieser Wert

(@, b) = {—ef2, +¢f2)=(—1+b;, 1 —by),

wobet by die erste Bettische Zahl ist. Wenn by== 0 vst, so gibt es in M Felder mil
unendlich vielen verschiedenen Indexsummen.
Dies ist ein Korollar des folgenden Hauptsatzes der Arbeit:

Als Indexsummen von Feldern mit endlich vielen Singularitiiten in M treten
die folgenden Zahklenpaare (@, b) und nur diese auf:

2) a=ple—87—2¢), b= (B—37+ 2e) mit belichigen a, f € 2 1)
_—‘) Ds o und b nach Definition genze Zahlen sind, sind auch die rechten Seiten in (2},
die mon als

1
Fle—n—gEta, pE—D—3lr—0

schreiben kann, ganz; ferner ist T = e mod. 2 (da beide Zahlen mod, 2 der 2. Bettischen
Zahl kengruent aind); daher ist die Ganzheit der obigen Zahlen gleichbedeutend mit der
Giiltiglkeit der Kongruenzen

) S{w, w) =rmod. 4 fix weW,

Flr disjenigen Bilinearformen 8, welche als Poincardache Formen in Mannigfaltigheiten M
suftreten, haben wir somit {3) auf demn Umweg ilber (2) bewiesen, Herr W. LEDERMANK
hat auf algebraisohem Wege gezeigt, daB (3) fiir alle symmetrischen ganzzabligen Bilinear-
formen § mit ungerader Determinante gilt (An srithmetical property of quadratic forms,
Coroment, Moth. Helvet. Erscheint demnschat).
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Wenn wir ein festea w ¢ W auszeichnen und
wi— 37— Ze == day, wP—3 v+ Be=4b,
setzen, so kinnen wir statt (2) auch schreiben:

{2') &= a4 we + dy, b= y*+ wy + b, mit beliebigen a,y ¢ H

{wobei H die, modulo der Cotorsion reduzierte, ganzzahlige 2. Cohomologie-
gruppe ist und hier ein Produkt #v zweier Elemente u,v € H —also z. B, 12,
we, ... — ebenso wie S(u,v) den Wert des 4-dimensionalen Cup-Produktes
auf dem Grundzyklus von M bezeichnet).

2-Beine, d, h. geordnete Paare linear unabhingiger Richtungen, stellen
Flichenelemente dar. Es gilt:

In M gibt es dann und nur dann Felder von 2-Beinen ohme Singularifit
{d. h. Poare von iiberall linear unabhingigen Richiungsfeldern), wenn ¢ =0
und 3 € 42 ist,

Auch die méglichen Indexsummen der Singularititen von 2-Bein-Feldern
werden bestimmt. Ferner werden Kriterien fiir die Existenz einer fast-
komplexen Struktur sowie fiir die Parallelisierbarkeit von M angegeben. Alle
Ergebnisse sind in {4.3 —4.8) zusammengestellt.

DaB die Indexsummen (g, b} durch die Werte zweier Cohomologie-Poly-
nome 2. Grades von der Art (2') bestimmt sind, war bereits — {ibrigens auf
einem snderen Wege als dem, den wir jetzt benutzen werden — in den Noten [8]
und [9] von Horr festgestellt worden; jedoch gelang damals die Bestimmung
der Koeffizrienten dieser Polynome nur in Spezialféllen, . B. fiir die komplexe
projektive Ebene, aber nicht fiir beliebige M. Der allgemeine Fall wurde dann
von Hmzesruom erledigt. Die ganze Untorsuchung betrifft natiirlich Faser-
biindel, Hindernisse und charakteristische Klassen. Wir werden in unserer
Darstellung Sitze aus diesen Theorien ohne Kommentar benutzen; wir ver-
weisen auf [12] (besonders fiir-die Hindernis-Theorie) und auch auf [1, 2, 3, 6]
(fiir Faserbiindel und charakteristische Klassen), Die Tatsache, dall unsere
Satze, zu denen wir auf erst in den letzten Jahren erachlogsenen Wegen ge-
langen, ganz im Rahmen der alten Poinceréschen Begriffe formuliert werden
kdnnen (wie wir es oben getan haben), hat vielleicht keine besonders grofe
prinzipietle Bedeutung (da sie sich kaum auf héhere Dimensionszahlen tiber-
tragen lagsen diirfte); aber wir halten sie doch filr bemerkenswerd nicht nur
als Kuriosum, sondern auch im Hinblick auf die Beziehungen zwischen alten
Begriffen und neuen Methoden, die sich in ihr duBern,

Aus Gritnden teils sachlicher, teils persdnlicher Natur, die wir angedeutet
haben, macht es ung besondere Freude, diese Arbeit Herrn Bsankr zu widmen,
dessen Interessen und dessen Wirksamkeit in se hohem MaBe der gegen-
seitigen Durchdringung der ,klagsischen' und der ,,modernen Mathematik
sowie der Zusammenarbeit zwischen Mathematikern verschiedener Gene-
rationen gelten,
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§ 1. Homomorphirmen und charakteristische Klassen

1.1. Wie in [2] werden Fagerbiindel durch ein Symbol, meistens durch
einen kleinen griechischen Buchstaben, angedeutet. Ist & ein Faserbiindel,
dann wird mit B, der Totalraum und mit B, die Basis von & bezeichnet.
Es sei @ eine komp&kt.e Llesche Gruppe und E ein G- Prmmpa,lfaserbundel

ziierte I‘a.serbimdel (&, F) mlt F a.]a I‘aser dessen Tota,lraum EE xaF mt
das ist der Quotient von E;x F modulo der Aquivalenzrelation (z, f)~
={x-g,97" f). Essei & eine weitere kompakte Liesche Gruppe und 1 ein
Homomorphismus von ¢ in (. Jedem @-Prinzipaifaserbiindel £ ist dann die
#-Erweiterung 1,& zugeordnet, das ist ein &"-Prinzipalfaserbiindel, ebenfalls
mit der Basis B;, dessen Totalraum E;x 4@ ist, wo @ auf ¢’ durch g - g'=
= AMg) - ¢’ operiert. Operiert & auf F, dann operiert auch @@ auf F durch
g+ }=2Alg)-{ und der Totalrauwm von (A, &, F) ist kanonisch homdomorph
zum Totalranm von (&, F):

(BeXgl') g F =E, xoF .

Dieser Homéomorphismus ist fasertren. Weiter werde an folgendes erinnert:
Wenn £ ein G-Prinzipalfaserbiindel und U eine abgeschlossene Untergruppe
von ( ist, dann ist K, /U der Totalraum des zu £ assozilerten Faserbiindels
mit G/U als Faser, wo & auf 6/U durch Linkstranslationen operiert.

BJU = By xg@IU .

Dieses @fU-Faserbiinde! hat dann und nur denn einen Schnitt iiber By,
wenn £ die -Erweitorung eines U-Prinzipalfaserbiindels itber By ist, wo ¢ die
Einbettung von U in & ist. — In [2] wird ein Verfahren zur Berechnung der
charakteristischen Klassen von A, £ aus denen von & angegeben, das wir suf
Homomorphismen von SO (4) in $O(3) und von U(2) in $O(3) anwenden
werden. Wie iiblich ist SO (k) die Gruppe der orthogonalen Abbildungen des R¥
mit der Determinante 1 und U (k) die unitdre Gruppe im C*. Die in dieser
Arbeit asuftretenden G-Prinzipelfaserbiindel haben folgende charakteristische
Klaagen:

i) @=5S0(4). Man hat die Stiefel-Whitneyschen Klassen w,({£)¢
H¥(B,, L) und Wy(£) ¢ H3(B,, Z), ferner die Eulersche Klasse W, (£).
€ H(By, Z) und die Pontrjaginsche Klasse p, () ¢ HY(B,, Z).

if) ¢=80(3) Man hot die Stiefel-Whitneyschen Xlassen wy(¥)
€ H*(By, Z,) und W,(£) € H*(B,, Z), forner die Pontrjaginsche Klasse p,(£)
€ HY(B,, Z).

ili} &=U(n). Man hat die Chernschen Klassen ¢;{&) ¢ H¥ (B, Z),
(i=1,2,...,n).

In i) und ii} ist Wy== 4, w, wo 8, der zur Koeffizientensequenz (0 - Z
2. Z » Z,+ 0 gehiorige Homomorphismus H*(B,, Z,) - H*(By, Z) ist. Also ist
2 W,=0. Die Btiefel.-Whitneyschen, die Eulerschen und die Chernschen
Klassen konnen bekanntlich als erste Hindernisse gewisser assoziierter Faser-
biindel definiert werden [12]. Die Pontrjaginsche Klasse p,(f) ist gleich
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§1. Einleitung

Sei K eine endlic_lle Erweiterung von @, A eine iiber K definierte abelsche
Varietit, n=Gal(K/K) die absolute Galois-Gruppe von K, [ eine Primzahl.
Dann operiert = auf dem Tate-Modul

Td)= lim AL (R,

Ziel der vorliegenden Arbeit ist der Beweis der folgenden Resultate:

a) Die Darsteilung von © auf T,(4) ®,, @, ist halbeinfach,
b} Die Abbildung

Endg(4) ®,Z, ~ End (T;(4)

ist ein Isomorphismus,

¢) Sei S eine endliche Menge von Stellen von K, d>0. Dann gibt es nur
endlich viele Isomorphieklassen d-fach polarisierter abelscher Varietiiten iiber
K, welche gute Reduktion auBerhalb S haben.

a) und b) sind bekannt unter dem Namen Tate-Vermutung, ¢) als Shafarevich-
Vermutung, Weiter weiB man ([9]), daB aus ¢) die Mordell-Vermutung folgt.
Die Tate-Vermutung ist von Tate selbst fiir abelsche Varietédten liber endlichen
Korpern gezeigt worden. Zarhin verailgemeinerte dies auf Funktionenkdrper
([15, 16]) {iber solchen, und unser Beweis ist eine Ubertragung seiner Metho-
den auf den Zahlkérper-Fall. Das zur Ubersctzung notwendige Worterbuch
hat Arakelov geliefert ([2]), und seine Methoden sind vom Verfasser ausge-
baut worden ([5]). Kurz gesagt handelt es sich darum, ;,alles” mit hermiteschen
Metriken zu versehen.

Der Beweis fiir ¢) erfolgt so, dafl zundchst nur die Endlichkeit fiir Isogenie-
Klassen gezeigt wird. Die grundlegende Idee dazu hat mir der Gutachter der
Jnventiones® anliBlich der Vertffentlichung meiner Arbeit [6] mitgeteilt, und
ich muBte sie nur noch von der Hodge-Theorie in die étale Kohomologie iiber-
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setzen, [ch mochte daher dem mir persOnlich unbekannten Gutachter an dieser
Stelle fiir seine Anregung herzlich danken.

Der Rest des Beweises von ¢) benutzt eine Variante der bei a) und b) ver-
wendeten Methoden.

Die Arbeit beginnt zuniichst mit einigen technischen Details iiber Hohen,
Die Komplikationen ergeben sich daraus, dafl meines Wissens noch kein guter

Modulratm semiabelscher Varietdten bér Z existiert. (Wit dhiilichen Problé-
men hat sich auch L. Moret-Bailly zu k#mpfen, der die Verhiltnisse iiber
Funktionenkdrpern untersucht ([7]).) Danach werden die sehr schénen BErgeb-
nisse von Tate ([13]) uber p-divisible Gruppen benutzt. Der Schluf ist dann
wieder etwas technischer,

Ich habe viel {iber das Thema von L. Szpiro gelernt, dem ich an dieser Stelle fir seine Einfith-
rung in diesen Problemkreis danke. P, Deligne hat mich auf eine Unstimmigkeit in der urspriingli-
chen Fassung der Arbeit aufmerksam gemacht,

§2. Semiabelsche Varietiten

Definition. Sei § ein Schema (oder ein algebraic stack). Einc semiabelsche Va-
rietit der relativen Dimension g iiber S ist eine glatte algebraische Gruppe p:
G- S, so daB die Fasern von p zusammenhingend von der Dimension g sind,
und Erweiterungen einer abelschen Varietdt durch einen Torus.

Beispiel, Sei q: C — § eine stabile Kurve vom Geschlecht g ([4]). Dann ist
J=Pic*(C/S)—S

eine semiabelsche Varietdt der relativen Dimension g
Wir bendtigen das folgende

Lemmal. Sei § normal, UcS offen und dicht p: A, —S und p,: A,—§ zwei
semiabelsche Vartetiten, ¢: A,/U—A,/U ein iiber U definierter Homomorphis-
mus algebraischer Gruppen, Dann 1dft sich ¢ eindeutig auf ganz S fortsetzen.

Beweis. Dies ist wohlbekannt, falls § Spektrum eines kompletten diskreten Be-
wertungsringes ist. Im allgemeinen reduziert man sofort auf § noethersch und
exzellent, und bezeichnet mit

XcAd % A,

den Abschlull des Graphen von ¢.

Nach Basiswechsel mit gecigneten Bewertungsringen sicht man, daB die
Projektion pr;: X — A4, eigentlich ist, und daB ihre Fasern nur einen Punkt
besitzen, Da A, normal ist, mufl pr; ein Isomorphismus sein, und X der Graph
der eindeutig bestimmten Fortsetzung von ¢. (Eindeutigkeit folgt zum Beispiel
durch Betrachtung von Torsionspunkten, oder auf tausend andere Arten.)

Definition. Sei p: A—S eine semiabelsche Varietit der relativen Dimension g,
s: §—+ A der Nullschnitt.
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Setze:
@ 45 =% (),
w 45 st ein Geradenbiindel auf §.

Bemerkungen, a) Wenn p eigentlich ist, s0 ist w452 p, (2%5).
b) @, kommutiert mit Basiswechsel.

v » i Af8 =
A% g, (w¢s), wobei wes den relativen dualisierenden Modul bezeichnet.

d) Wenn §=>5Spec(C) und p eigentlich ist {d.h., A/ ist eine komplexe abel-
sche Varietit), so besitzt
o s =T'(A, Q0

ein kanonisches hermitesches Skalarprodukt:
Wenn «, f holomorphe Differentialformen auf A sind, so setze

<mﬁ»=@f£aAE

Wir bendtigen einige Tatsachen iiber die Modulriume stabiler Kurven und
abelscher Varietiiten, Dazu scheint die Sprache der ,algebraic stacks” am ange-
messensten zo sein, Falls dem Leser diese Notation zu abstrakt erscheint, so
mége er dic folgenden Uberlegungen durchfiihren:

Es geht eigentlich um Endlichkeitsaussagen.

Wenn & einer der demniichst einzuflihrenden algebraic stacks ist, und S
den zugehdrigen groben Modulraum bezeichnet, so gibt es stets eine offene
Uberdeckung .

s={u
=

und endlich surjektive Abbildungen V,— U, so daB iiber ¥, das ,universelle
Objekt zu &* existiert. Man kann dann alle Rechnungen in den ¥, durchfiih-
ren,

Nun zu den hier verwendeten algebraic stacks,

1. HEBIHK klassifiziere die stabilen Kurven vom Geschlecht g ([47). :&m’e ist ei-
gentlich tiber Spec(Z), und der zugehdrige grobe Modulraum heiBe M.

2. %, klassifiziere die prinzipal-polarisierten abelschen Varietéiten der rela-
tiven Dimension g, und A, sei der zugehtrige Modulraum.

9 ist nicht eigentlich iber Spec(Z), aber die folgenden Tatsachen sind
bekannt:

a) Wenn
p: AU,

dic universelle abelsche Varietdt {iber %, bezeichnet, so gibt es ein r>0, fiir
welches (w45 )®" ein sehr amples Gcradenbundel aul 4,/Q definiert ([3]). Sei
A/Q der Zariski-AbschluB von A4 /R in dem zugehongen projektiven Raum
lP5v A /Z der Zariski-Abschlufl in IP}, und .# das Geradenbiindel ©(1) auf

/Z (./I{ setzt auf 4 o/ Q (@ 4y )% fort)
b) Es gibt iiber 03 einen eigentlichen dominanten Morphismus

¢ R AT,
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so dafl iiber M eine semiabelsche Varietiit existiert, welche die universelle abel-
sche Varietit iiber 2, fortsetzt (siche [8], §9). AuBerdem ist bekannt, daB w®
dieser semiabelschen Vanetat isomorph zu ¢*(.#) ist. (Hierzu mufl man direkt
rechnen, siche meine Ausfilhrungen dazu in [6], §2.)

Lemmaz. Es g:bt uber Spec(l) emen ezgenthchen algebraac stack 3, eine ojfene

einem (,[I 3/Q-—>A /Q fortsetzt, so daja‘ uber 3 dle folgenden Objekte existieren:
a) Eine stabile "Kurve g C—3.
b) Ein Untergeradenbiindel (=lokal direkter Sumand) ¥ < A% g, (wcg).
¢) Uber U ein Paar von Gruppenhomomorphismen

a; Pic(C/J) = y*{(A),
B: y*(4) - Pic'(C/3)
mit
oo B=Multiplikation mit einem deN, d+0,

(Dabei sei A wieder die universelle abelsche Varietdt iiber W)
d) Auf 3®,Q existiert ein Isomorphismus £ =y*(H), und ¥ ist ilber
W/Q das Bild von
o*: Y@y ) = AR, (W)

Der daraus resultierende Isomorphismus (fiber U/Q)

y* (mA,tsug)‘@r =y* ()

ist y*-Pullback des bei der Konstruktion von . angegebenen Isomorphismus
iber A,

Beweis. In dem generischen Punkte von 9, ist die zugehdrige abelsche Varietit
Quotient ¢iner Jacobischen. Die zngehdrige Kurve entspricht einer rationalen
Abbildung von U, in M, fiir ein 3.

Wenn man den Graphen dieser Abblldung betrachtet, so erhilt man (mit
Hilfe einiger trivialer Zusatziiberlegungen) einen ersten Kandidaten 3, so daB
schon a) und (nach Lemma 1) ¢) erfiillt sind. & ist dann {iber U@, @Q durch d)
schon festgelegt, und liefert eine rationale Abbildung von U @z® in ein geeig-
netes projektives Biindel tiber 3. Man ersetzt 3 durch die Normalisierung des
Abschlusses des zugehdrigen Graphen, und dann sind auch b} und der zweite
Teil von d} erfiillt. Zum Rest von d) ist zu vermerken, daB man den gesuchten
Isomorphismus schon iiber ¥ ®,® konstrujert hat, und man muB nur noch die
Fortsetzbarkeit auf 3®,Q zeigen. Dazu kann man den Grundkérper von Q
auf € erweitern, und es reicht, die Fortsetzbarkeit fiir ein 3/C zu zeigen, wel-
ches dominant und eigentlich iiber 3 liegt.

Mit Hilfe des weiter oben emgefuhrten ¢: M- A ,/C konstruiert man ein
normales 3, so daB y*(A4) sich auf 3 zu einer semlabelschen Varietiit fortsetzt,
Nach Lemmal kann man auch o und g fortsetzen, und diese liefern den ge-
wiinschten Isomorphismus iiber 3.

Korollar, Es gibt eine natiirliche Zahl ¢ >0 mit der folgenden Eigenschaft:




Bemerkung zu einem Satz von Hamburger iiber 'die
Funktionalgleichung der Riemannschen Zetafunktion.

(Aus einem Briefe an Herrn Hamburger?).)
Von
Carl Siegel in Géttingen.

Sie haben in Threr Arbeit: Uber die Riemannsche Funktionalgleichung
der {-Funktion (Erste Mitteilung) [Math. Zeitschr. 10 (1921), 8. 240 bis
254] folgenden Satz bewiesen:

Es sev Q(8) eine ganze transzendente Funktio% endlichen Geschlechts
von 8=o-¢i, P(s) ein Polynom wund f(s)mﬁ-(%) fir o>1 durch
etne absolut konvergente Dirichletsche Reihe
(1 o) =2y 3

n-?
ne=l

daratellbar. Ist dann
3 1 )
(2) f@)0(3)n i =g1—9r(l5) 7,

wo gfl — 8) in eine fir o< — o < 0 absolut konvergente Dirichietsche

Reshe

(8) g(l—8)=/
n=1

enbwickelt werden kann, so ist f(s) = a,f(s).

Ich gebe hier oinen Beweis, der wohl kiirzer und einfacher als der
Thrige ist. Er benutzt nur die beiden bekannten Formeln

b
”1—3

*) Herr Humburger hat inzwischen in den Math. Ann. 85 den Inhalt eines in
Hemburg am 5. Oktober 1921 gehaltenen Vortrages publiziert, in welchem er einen
in wesentlichen Punkten mit dem hier verdffentlichten #bereinstimmenden Beweis
gogeben hat., Toh betone, daB Hexr Hamburger von meinen Untersuchungen vor
Ermpfang meines Briofes keine Kenntnis hatte. (Zusabz bei der Korrektur.)
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14+%¢
(4) e~V =5— y"’F(s) (y > 0),
1~
g -—aiz-—b:-d-r V'JT- _
(5) Jemem etz o e (@>0, b3 0).
v

0

Die absolute Konvergenz von (1) braucht dabei nicht fiir ¢ > 1, sondern
nur fiic ¢ > 2 -~ 6 (0 > 0) voransgesetzt zu werden.

Fiir jedes 2 > 0 ist nach (1) und (2)

et P &
- n (8 FP
Si=gm | 2 ml(5)n *a tds
B #=1
3wi ) L3
1 1—8 —— =
2_‘n”;fg(l .s)f‘(v---z—) gz *de=2_8,
g

Hier ist links wegen der Beschrinktheit von 2 %"
n=1
schung von Integration und Summation gestatbet; nach (4) ist daher

: Itwt
(6) —-2&2 1f(:ma: ~tIr(s) 3=42,a et
1-wt =1

Auws den Voraussetzungen iiber f(s) und (2) folgt die Existenz zweier
Zshlen T'> 0, » > 0, so dal im Gebiet —e—1ZL0L2, [H 2T die
Funktion g (1 — s) regulér und O(e!*”) ist. Ferner ist sie wegen (3) auf
der Geraden o = — a — 1 beschrinkt; fiir o =2 ist sie 0(|t§*), wegen
(1), (2) und der dort giiltigen Relation

iGN
r(55Y)

Folglich gilt g(1 — &)= O(|¢{¥) fiir [#| > T, —a—1ZL0<2; und es ist

(th

—a-14+mq 1y . m
(1) 8, =§—1— f g(l—-s)P(lgs)n*Tx_Eds + >R,
—a=l=-=®1 v=1

wo R,,...,R, die Residua des Integranden bei seinen im Gebiet
—a¢— 1< o< 2 gelegenen Polen s,, ..., ¢, bedsutet, Aus (2) folgt

ZR Zx erlog-’v) Q(=),
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wo @, ein Polynom in logx bedeutet, und

(8) R, <20 (»=1,...,m).

» & _1-3
(9) 8= 5 Zfﬁr(g)n o % ds+Q()
a+3=mi #=1
2’ boe ® +Q(a).
% p=1
Aus (6) und (9 ) folgt
w L) 7z ne
22arne*”ﬂ‘wm-?;26ﬂe = L Q(x) (e >0).
=l vxnr..l

Diese Gleichung multipliziere ich fiir festes # > 0 mit e~ =## und integriere
nach 2 von 0 bis co; da die Reihe der Integrale iiber die absoluten Be-

triige der Glieder konvergiert, gliedweise Integration also erlaubt ist, so
folgt nach (5) -

(10) 2)_7 S j%’ie“”””‘—]—fQ(cc)e—””mdm.
n=1 ¢

Hierin darf das Integral auf der rechten Seite gliedweise ausgefiihrt

6
werden, denn nach (8) ist in Q(x) jeder Term O (2™ ") fiir # — 0; es
ist also

(11) f@@)e%ﬂ%m%{@@ 10 g = Z"" L(logt)= H (),

wo H, ein Polynom in log? bedeutet.
(10) und (11) ergeben

(12) Za (Hm_;.t m) - _._2,,2;, JRr—

fi=1,
In (12) isb
1. die Reihe auf der linken Seite in jedem endlichen Gebiet der
t-Ebene exkl, f== ki (k=1,2,...) gleichmaBig konvergent; sie ist

also die Partialbruchzerlegung einer meromorphen Funktion mit Polen
- erster Ordnung in t = £ ki vom Residuum a,,
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2, H(4) eine in dervon 0 nach — oo aufgeschnittenen ¢- Ebene ein-
deutige fiir ¢ <=0 requldre Funktion von £,
3. die rechte Seite fiir R¢ > 0 eine periodische Funkiion von t met

Pt UV » TR
Wey L eriuoune v,

Folglich sind die Residua in den Punkten k¢ und (% --1)¢ gleich,
dhao=a.,, (k=12.. Dy = a,

fs)=aL(s),
q. e. d.

Gottingen, 30. September 1921,

{Bingegangen am 2. 10. 1921,



